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Resumen
La presente tesis doctoral aborda problemas de estimacio´n y control de
variables en procesos biotecnolo´gicos. Se aportan soluciones novedosas a
dos cuestiones relevantes para el control de estos procesos: i) el disen˜o de
observadores (sensores virtuales) de variables no medibles a partir de las
mediciones disponibles, y ii) el disen˜o de lazos de regulacio´n del crecimiento
en cultivos de microorganismos que utilizan mu´ltiples sustratos.
Con el objetivo de disponer de estimaciones de variables importantes del
proceso que no son accesibles en l´ınea, se disen˜an observadores que utilizan
informacio´n de la dina´mica de las variables medidas. En primer lugar se
proponen observadores por modo deslizante para procesos en los que so´lo es
medible la concentracio´n de producto. En este caso se estiman, con dina´mica
de error reducida, la tasa de crecimiento y la concentracio´n de biomasa, dos
variables que son muy importantes para el monitoreo de los cultivos. Luego
se presenta un observador por modo deslizante de segundo orden capaz de
estimar mu´ltiples tasas de formacio´n y consumo de sustancias a partir de
medir la concentracio´n de estas sustancias. En este caso se obtiene conver-
gencia en tiempo finito. Esto permite considerar las estimaciones obtenidas
para la implementacio´n de lazos de realimentacio´n, donde la ventaja es que
no se agrega dina´mica adicional del observador.
La segunda parte de la tesis trata problemas de regulacio´n en el contex-
to de procesos alimentados con mu´ltiples sustratos. Se disen˜a un algoritmo
supervisor basado en modo deslizante cuyo objetivo es evitar que un sustra-
to necesario para el crecimiento alcance concentraciones que comprometan
la operacio´n deseada del proceso. En particular se considera un proceso
aero´bico con regulacio´n de la tasa de crecimiento, donde el ox´ıgeno disuelto
es un sustrato necesario para el crecimiento microbiano y cuya disminucio´n
puede llevar a respuestas indeseadas, tanto en el lazo de control de ali-
mentacio´n como en el comportamiento del microorganismo. Finalmente, se
realiza el disen˜o de leyes de flujo proporcionales a la biomasa para cultivos
semi-continuos alimentados con dos sustratos, donde el objetivo de control
es la regulacio´n de la tasa de crecimiento total. La incorporacio´n del error
de regulacio´n en la tasa de crecimiento permite mejorar el desempen˜o del
proceso. Se realiza adema´s la extensio´n de las leyes de alimentacio´n a mo-
delos que incorporan el efecto de inhibicio´n competitiva entre los sustratos.
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Estos modelos tienen particular relevancia, entre otras aplicaciones, en los
procesos de biorremediacio´n de sustancias to´xicas.
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Abstract
This thesis addresses problems of estimation and control in biotechnolo-
gical processes. Innovative solutions to two important issues for the control
of these processes are provided: i) the design of observers (software sensors)
for estimating non measurable variables from the available measures, and
ii) the design of control loops for microbial growth rate regulation using
multiple substrates.
With the aim of providing estimates of important process variables that
are not available online, observers are designed using the dynamics informa-
tion of the measured variables. First, sliding mode observers are proposed
for processes in which the only measurable variable is the product concen-
tration. In this case, estimates of the microbial growth rate and biomass
concentration are obtained with reduced error dynamics. Next, a second
order sliding mode observer is presented for estimating multiple rates of
substance formation and consumption from measures of these substance
concentrations. In this case, finite-time convergence is achieved. This allows
considering the estimates for the implementation of feedback control loops
where the key advantage is that no additional dynamics of the observer is
added.
The second part of the thesis deals with problems of growth rate regu-
lation in the context of multi-substrate processes. A supervisor algorithm
based on sliding mode is designed in order to avoid that a necessary nu-
trient for growth reach concentrations that may affect the desired operating
condition. In particular a fed-batch aerobic process with growth rate re-
gulation is considered, where dissolved oxygen is a necessary substrate for
microbial growth and its shortage may lead to undesired responses, both in
the control loop and the behavior of the micro-organism. Finally, feeding
laws proportional to biomass are designed for fed-batch processes in which
the control objective is to regulate the overall growth rate. The incorpora-
tion of an estimation of the growth rate improves the process performance.
Also, the extension of the feeding laws to growth models with competitive
inhibition between substrates is presented. These models have particular
relevance, among other applications, in the treatment of toxic compounds.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Los procesos biotecnolo´gicos son de gran importancia en diferentes in-
dustrias. Son procesos de intere´s en la industria alimenticia por la posibi-
lidad de obtener productos tales como: aminoa´cidos [1] y a´cidos ace´tico,
c´ıtrico, fuma´rico, la´ctico, entre otros [2, 3, 4]. En la industria farmace´utica
se utilizan en la produccio´n de a´cido clavula´nico [5], prote´ınas recombinan-
tes [6] y diversos precursores requeridos en la produccio´n de antibio´ticos y
antivirales [7]. Algunos metabolitos como los carotenoides, las lipasas y la
biomasa de microalgas tienen una gran variedad de aplicaciones industriales
[8, 9, 10]. Tambie´n se los considera para el tratamiento de desechos orga´ni-
cos, la biodegradacio´n de sustancias peligrosas [11, 12] y la produccio´n de
combustibles alternativos (hidro´geno, metano, butano, entre otros) [13, 14].
Existe a su vez una variedad de microorganismos capaces de generar bio-
pol´ımeros los cuales, adema´s de ser biodegradables, exhiben interesantes
propiedades f´ısicas [15].
Ba´sicamente, el crecimiento de biomasa (microorganismos) procede del
consumo de nutrientes (fuente de carbono y energ´ıa, nitro´geno, ox´ıgeno, mi-
nerales, etc.) en la medida que las condiciones del medio (pH, temperatura,
etc.) sean adecuadas. Con el objetivo de proveer las mejores condiciones
para el crecimiento microbiano se utilizan dispositivos en los cuales las con-
diciones de cultivo se encuentran controladas. Segu´n la escala del proceso,
dichos dispositivos pueden ser tubos agitados, biorreactores de pequen˜o vo-
lumen (del orden de algunos litros de capacidad) hasta sistemas de cultivo
de escala industrial (con volu´menes u´tiles que van desde decenas a miles
de litros). Asociado al crecimiento de la biomasa, ocurren reacciones que
transforman los reactivos en productos. La mayor´ıa de los productos que
forman los microorganismos lo hacen en respuesta a las condiciones am-
bientales a los que esta´n sometidos. Debido a esto, los medios de cultivo
se optimizan para mejorar el rendimiento del producto deseado. Adema´s
de establecer un valor de referencia para las variables fisicoqu´ımicas y una
composicio´n para el medio de cultivo, se requieren lazos de control avan-
zados capaces de mantener las condiciones metabo´licas deseadas durante el
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proceso productivo, a fin de optimizar la produccio´n de metabolitos, evi-
tar la formacio´n de productos indeseados, minimizar tiempo de produccio´n,
entre otros objetivos.
1.1. Motivaciones y Objetivos
La capacidad para controlar los procesos biotecnolo´gicos de manera au-
toma´tica tiene un gran intere´s por cuanto permite reduccio´n de costos, in-
cremento de produccio´n y mejora de la calidad de los metabolitos. Permite
adema´s el desarrollo de nuevos productos obtenibles a partir de biorreaccio-
nes ma´s complicadas que pueden incluir la utilizacio´n de ma´s de un sustrato
principal en forma simulta´nea. El control y monitoreo tambie´n ayuda a la
reproducibilidad del proceso, es decir, a mantener la calidad uniforme de los
metabolitos producidos en las sucesivas ejecuciones del proceso productivo.
Esto es muy recomendado por las organizaciones que establecen los esta´nda-
res de calidad para las diferentes industrias. Dentro de esas recomendacio-
nes se destaca la iniciativa PAT (Process Analytical Technology) para la
industria biofarmace´utica, la cual fue lanzada por la Food and Drugs Admi-
nistration (FDA) en 2004 [16]. Esta iniciativa tiene como objetivo alentar a
las compan˜´ıas a que adopten herramientas modernas que permitan mejorar
y controlar los procesos de produccio´n asegurando la calidad del producto
final. En las herramientas mencionadas en la iniciativa, se encuentran “el
disen˜o de un sistema de medicio´n que permita el seguimiento en tiempo
real (o casi en tiempo real) de todos los atributos cr´ıticos” y adema´s “el
disen˜o del control del proceso tal que permita realizar ajustes que aseguren
el control de todos los atributos cr´ıticos”. De esta manera, los elementos de
monitoreo y control son considerados relevantes para asegurar la calidad de
los metabolitos.
Desde el punto de vista del control, los procesos biotecnolo´gicos repre-
sentan un desaf´ıo complejo e interesante. Por tratarse de procesos que uti-
lizan agentes biolo´gicos, es muy dif´ıcil - sino imposible - representar con
exactitud la gran cantidad de reacciones y procesos qu´ımicos que se produ-
cen en los organismos celulares. Los modelos ma´s sencillos que se pueden
obtener son modelos macrosco´picos obtenidos a partir de balances de ma-
teria y energ´ıa. Esos modelos resultan ser no lineales e incluso variantes
en el tiempo. Adema´s, esta´n sujetos a incertidumbre en los para´metros,
los cuales dependen de variables fisicoqu´ımicas y del estado metabo´lico del
microorganismo. A esto se suma el problema de la poca cantidad de varia-
bles disponibles en l´ınea. En muchos casos, las mediciones ma´s exactas son
obtenidas a partir de muestras tomadas manualmente por un operador y
analizadas en el laboratorio (mediciones “off-line”) y por tanto no son apli-
cables para la implementacio´n de algoritmos de control de lazo cerrado. En
este contexto, los procesos biotecnolo´gicos presentan al menos dos grandes
desaf´ıos:
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Estimacio´n de variables: se requieren algoritmos robustos capaces de
estimar aquellas variables de intere´s que no se pueden medir directa-
mente ya sea por el elevado costo de los sensores o por la inexistencia
de los mismos.
Desarrollo de algoritmos de control: adema´s de regular variables f´ısi-
cas tales como temperatura, pH, presio´n y aireacio´n, existe intere´s
en controlar el estado del microorganismo, maximizar la produccio´n
de un metabolito, evitar la produccio´n de metabolitos secundarios
indeseados, entre otros objetivos. Esto ha generado un campo de in-
vestigacio´n, muy activo en las u´ltimas de´cadas, en lo que respecta al
disen˜o de las leyes de alimentacio´n. Dichas leyes son los perfiles tem-
porales con los cuales se provee al biorreactor de medio de cultivo con
nutrientes. La ley de alimentacio´n puede ser obtenida a partir de la
optimizacio´n de funciones de costo (productividad, duracio´n del pro-
ceso, etc.), o partir de lazos cerrados que regulan variables de intere´s
tales como la concentracio´n de sustancias, la velocidad de crecimiento,
entre otras [17].
A partir de los desaf´ıos mencionados, los objetivos principales de esta
Tesis son:
Desarrollar algoritmos para la estimacio´n en l´ınea de variables funda-
mentales de biorreacciones multivariables a partir de medidas accesi-
bles aun en presencia de incertidumbres y perturbaciones t´ıpicas.
Desarrollar algoritmos de control de la tasa de crecimiento de biomasa
en biorreacciones multi-sustrato que garanticen la estabilidad del sis-
tema dina´mico aun en presencia de incertidumbres y perturbaciones.
1.2. Organizacio´n de la Tesis
El resto del documento se organiza de la siguiente manera. El Cap´ıtulo
2 comienza con una descripcio´n de conceptos empleados en el modelizado
de procesos biotecnolo´gicos desde un punto de vista macrosco´pico ingenie-
ril. Los conceptos all´ı explicados se utilizan en los cap´ıtulos siguientes para
desarrollar los aportes de la Tesis. Luego se describen leyes de alimentacio´n
para cultivos semi-continuos, con especial atencio´n a leyes exponenciales
ampliamente utilizadas en la regulacio´n del crecimiento microbiano. Dado
que la implementacio´n de esas leyes a lazo cerrado requiere de variables no
medibles, el cap´ıtulo culmina con una descripcio´n del estado del arte en lo
referente a algoritmos de estimacio´n (observadores) utilizados en bioproce-
sos, donde se pone especial e´nfasis en la estimacio´n de tasas de reaccio´n.
El Cap´ıtulo 3 trata el problema de estimacio´n de variables en procesos
con produccio´n asociada al crecimiento y a la cantidad de biomasa. En
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particular se desarrollan observadores para la estimacio´n de dos variables
fundamentales del proceso como son la concentracio´n de biomasa y la tasa
de crecimiento microbiana a partir de medir la concentracio´n de producto.
Como ejemplo de aplicacio´n se presenta el proceso de fotofermentacio´n con
bacterias productoras de hidro´geno biolo´gico.
Al igual que la tasa de crecimiento microbiana, las tasas de formacio´n y
consumo de otras sustancias relevantes en el medio de cultivo son de especial
intere´s y su estimacio´n ha sido tema de investigacio´n durante los u´ltimos
30 an˜os. En el Cap´ıtulo 4 se presenta un observador de mu´ltiples tasas de
reaccio´n a partir de la medicio´n de variables relacionadas. Las estimaciones
obtenidas son de utilidad tanto para monitoreo del transcurso del cultivo
como para la implementacio´n de estrategias de control a lazo cerrado. En
ese cap´ıtulo se presentan adema´s resultados experimentales obtenidos en un
cultivo de la levadura Saccharomyces cerevisiae.
La segunda parte de la Tesis abarca aplicaciones de control en procesos
multi-sustrato. En los procesos de formacio´n de biomasa por crecimiento
aero´bico, la tasa de crecimiento depende no so´lo del sustrato principal - su
fuente de carbono y en muchos casos de energ´ıa - sino tambie´n del ox´ıgeno,
el cual es requerido para poder metabolizar la fuente de carbono. Cuando
el ox´ıgeno no se encuentra en exceso puede tener lugar un feno´meno de
limitacio´n por ox´ıgeno, el cual trae diferentes problemas asociados. En el
Cap´ıtulo 5, se desarrolla un algoritmo por modo deslizante que modifica el
perfil de alimentacio´n con el objetivo de evitar que, debido al alto consumo
de ox´ıgeno, la concentracio´n de ox´ıgeno disuelto caiga por debajo de un
determinado valor. La propuesta se enmarca dentro del consumo multi-
sustrato, ya que la fuente de carbono y el ox´ıgeno son dos sustratos esenciales
para el crecimiento.
En el Cap´ıtulo 6 se estudia la regulacio´n de la tasa de crecimiento en
presencia de dos sustratos que cumplen la misma funcio´n (en particular dos
fuentes de carbono). Se presenta una ley de alimentacio´n no lineal para pro-
cesos con cine´tica de crecimiento aditiva, donde las estimaciones requeridas
pueden obtenerse con el observador propuesto en el Cap´ıtulo 4. Adema´s, la
ley propuesta se basa so´lo en la medicio´n en l´ınea de la concentracio´n de
biomasa. En particular se extienden resultados previos aplicados a cultivos
monosustrato para acelerar la convergencia al punto de operacio´n. Tambie´n
se evalu´a la posiblidad de utilizar flujos proporcionales a la cantidad de
biomasa en procesos donde existe inhibicio´n de un sustrato en el camino
metabo´lico del otro sustrato.
Finalmente, en el Cap´ıtulo 7 se detallan las conclusiones obtenidas y se
describen posibles trabajos futuros.
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1.3. Principales aportes
Los principales aportes realizados en esta Tesis se resumen en los si-
guientes puntos:
Se propusieron observadores por modo deslizante para la estimacio´n de
la concentracio´n de microorganismo y la tasa de crecimiento en un cul-
tivo por lote a partir de la medicio´n de la concentracio´n de producto.
La estrategia es aplicable en sistemas donde la dina´mica de formacio´n
de producto siga un modelo de la forma propuesta por Luedeking-
Piret. La aplicacio´n presentada es la estimacio´n de concentracio´n de
bacteria y su tasa de crecimiento en un proceso de produccio´n de
hidro´geno por fotofermentacio´n.
Se propuso un observador por modo deslizante de segundo orden para
la estimacio´n de mu´ltiples tasas de crecimiento, consumo de sustancias
y formacio´n de producto a partir de la medicio´n en l´ınea de variables
relacionadas del proceso. Las estimaciones logradas presentan conver-
gencia en tiempo finito y so´lo requieren cotas en las tasas de cambio
ma´ximas de las variables a estimar. Tambie´n se realizo´ la validacio´n
experimental del observador propuesto con datos obtenidos en una
fermentacio´n, en modo de cultivo continuo, del microorganismo S.
cerevisiae.
Se realizo´ un aporte a las estructuras de control descentralizadas que
se utilizan en los cultivos semi-continuos aero´bicos. En particular se
desarrollo´ un lazo auxiliar por modo deslizante que modifica el valor
de referencia del lazo principal de alimentacio´n de sustrato con el fin
de evitar que el otro sustrato esencial (ox´ıgeno) caiga por debajo de un
valor preestablecido por el usuario. Este valor puede ser, por ejemplo,
la concentracio´n de ox´ıgeno disuelto cr´ıtica del cultivo. Esta propuesta
es aplicable a esquemas de alimentacio´n tanto en lazo abierto como
en lazo cerrado y no requiere la medicio´n de variables adicionales del
proceso.
Se desarrollo´ una ley de control para cultivos semi-continuos alimen-
tados con dos sustratos con el objetivo de regular las tasas de creci-
miento individuales. Se propusieron estrategias que se basan en la sola
medicio´n de la concentracio´n de biomasa, incluyendo un te´rmino de
correcio´n no lineal para mejorar la convergencia y reducir los errores
ante variaciones en los para´metros.
Los aportes mencionados dieron lugar a una serie de publicaciones en
revistas cient´ıficas y congresos nacionales e internacionales:
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Publicaciones en Revistas:
S. Nun˜ez, F. Garelli, and H. De Battista, “Sliding mode observer for
biomass estimation in a biohydrogen production process,” Internatio-
nal Journal of Hydrogen Energy, vol. 37, no. 13, pp. 10089 – 10094,
2012
S. Nun˜ez, H. De Battista, F. Garelli, A. Vignoni, and J. Pico´, “Second-
order sliding mode observer for multiple kinetic rates estimation in
bioprocesses,” Control Engineering Practice, vol. 21, no. 9, pp. 1259
– 1265, 2013
S. Nun˜ez, F. Garelli, and H. De Battista, “Decentralized control with
minimum dissolved oxygen guaranties in aerobic fed-batch cultiva-
tions,” Industrial & Engineering Chemistry Research, vol. 52, no. 50,
pp. 18014–18021, 2013
S. Nun˜ez, F. Garelli, and H. De Battista, “Second-order sliding mo-
de observer for biomass concentration and growth rate estimation in
batch photo-bioreactors,” International Journal of Hydrogen Energy,
vol. 39, no. 16, pp. 8772 – 8779, 2014
S. Nun˜ez, H. De Battista, F. Garelli, and J. Pico´, “Sufficient conditions
for state observability in multi-substrate bioprocesses with additive
growth dynamics,” Latin America Transactions, IEEE, vol. 12, no. 5,
pp. 928 – 934, 2014
Publicaciones en Congresos:
S. Nun˜ez, H. De Battista, and F. Garelli, “Control y acondicionamien-
to de la tasa de crecimiento espec´ıfico en bioprocesos aero´bicos,” in
Anales de la XIV Reunio´n de Trabajo en Procesamiento de la Infor-
macio´n y Control (RPIC 2011), 2011
S. Nun˜ez, H. De Battista, A. Vignoni, and F. Garelli, “Observador de
segundo orden para velocidades espec´ıficas en bioprocesos,” in Anales
del 23o Congreso Argentino de Control Automa´tico (AADECA 2012),
2012
A. Vignoni, S. Nun˜ez, H. De Battista, J. Pico´, E. Pico´-Marco, and
F. Garelli, “Specific kinetic rates regulation in multi-substrate fer-
mentation processes,” in Proceedings of the 12th IFAC Symposium on
Computer Applications in Biotechnology, pp. 42 – 47, 2013
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S. Nun˜ez, H. De Battista, F. Garelli, and J. Pico´, “Sufficient conditions
for state observability in multi-substrate bioprocesses with additive
growth dynamics,” in Anales del Congreso Bienal de IEEE Argentina
(ARGENCON 2014), 2014
S. Nun˜ez, F. Garelli, H. De Battista, and J. Pico´, “Disen˜o de control
no lineal para regulacio´n de tasa de crecimiento en cultivos multi-
sustrato,” in Actas de las XXXV Jornadas de Automa´tica, Espan˜a,
2014
Adema´s, al momento de la presentacio´n de esta Tesis, se tienen los si-
guientes trabajos en preparacio´n:
S. Nun˜ez, F. Garelli, H. De Battista “Product-based sliding mode
observers for biomass growth rate estimation in fed-batch processes”.
S. Nun˜ez, H. De Battista, F. Garelli, “Growth rate regulation in multi-
substrate fed-batch processes with substrate inhibition”.
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Cap´ıtulo 2
Estado del arte
En este cap´ıtulo se describen aspectos relacionados con el modelizado de
los procesos biotecnolo´gicos, la importancia de la regulacio´n de variables, las
leyes de alimentacio´n disponibles y observadores que se han propuesto para
resolver la falta de mediciones requeridas por los algoritmos de control. Ma´s
detalladamente, la primera seccio´n se dedica a describir conceptos ba´sicos
para modelizado de un proceso biotecnolo´gico desde el punto de vista de la
ingenier´ıa de control. El objetivo general de esta primera parte es introducir
aquellos conceptos, expresiones matema´ticas, modelos y modos de operacio´n
de biorreactores que se consideran en los cap´ıtulos siguientes. La segunda
seccio´n hace foco en la importancia de la regulacio´n de variables cr´ıticas
del proceso, en especial aquellas relacionadas con el estado metabo´lico del
microorganismo. A continuacio´n, en la tercera seccio´n se describen leyes de
alimentacio´n t´ıpicas y se estudian aquellas que permiten alcanzar la regu-
lacio´n de las variables de intere´s, en particular del crecimiento exponencial.
Finalmente, dado que muchas de las variables requeridas no pueden medirse
en l´ınea, se describen observadores (tambie´n llamados sensores de softwa-
re) disen˜ados para estimar aquellas variables requeridas para monitoreo y
control.
2.1. Modelizado de bioprocesos
Tipos de modelos Los modelos utilizados para describir los procesos bio-
tecnolo´gicos pueden clasificarse en cuatro grupos segu´n el nivel de detalle y
complejidad [28]. La descripcio´n ma´s sencilla esta´ dada por los modelos no
estructurados y no segregados donde la biomasa se representa con una sola
variable (usualmente, la concentracio´n total) y no se considera segregacio´n
en la poblacio´n de ce´lulas (es decir se supone ce´lulas ‘promedio’). En estos
modelos, las reacciones dependen solamente de condiciones macrosco´picas
en la fase l´ıquida del biorreactor. Por otro lado, un modelo segregado consi-
dera a la poblacio´n de ce´lulas como una coleccio´n de conjuntos de ce´lulas,
donde cada conjunto tiene a su vez diferentes propiedades (por ejemplo: di-
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Figura 2.1: Diferentes tipos de complejidad en modelos de bioprocesos.
ferente edad y/o productividad). En los modelos estructurados se considera
ma´s de una variable para representar a la biomasa. Por ejemplo se puede
considerar diferentes compartimientos con el objetivo de modelizar las con-
centraciones de metabolitos internos de intere´s. La Figura 2.1 representa la
ubicacio´n de las cuatro combinaciones de modelos posibles, en funcio´n de
la complejidad matema´tica y el nivel de detalle del proceso.
En esta Tesis se consideran modelos del primer tipo (no estructurados,
no segregados). Si bien son los modelos ma´s sencillos, en muchas ocasiones
representan una buena aproximacio´n del cultivo para el disen˜o de estrategias
de monitoreo y control.
Requerimientos esenciales de los microorganismos Para el creci-
miento, mantenimiento y dema´s actividades celulares los microorganismos
toman del medio de cultivo diferentes sustancias. Los nutrientes requeridos
por las ce´lulas se pueden categorizar en macronutrientes, los cuales son re-
queridos en el orden de los gramos, y micronutrientes los cuales se requieren
en cantidades mucho menores. Los ocho macronutrientes principales son:
carbono, nitro´geno, hidro´geno, ox´ıgeno, azufre, fo´sforo, potasio y magnesio.
Dentro de los micronutrientes pueden mencionarse algunos minerales re-
queridos en pequen˜a cantidad, por ejemplo calcio, cinc, hierro, manganeso,
entre otros. En algunos casos, se requiere tambie´n de algunos compuestos
orga´nicos que no pueden ser sintetizados a partir de la fuente de carbono.
Estos compuestos, denominados factores de crecimiento, deben ser suminis-
trados como nutrientes e incluyen sustancias como aminoa´cidos, vitaminas,
y dema´s factores que estimulan la s´ıntesis del metabolito de intere´s.
El crecimiento de la biomasa a partir de un conjunto de nutrientes di-
sueltos en el medio l´ıquido es el resultado de una gran cantidad de reacciones
qu´ımicas que ocurren dentro de la ce´lulas. Como se menciono´ previamente,
los modelos no estructurados no ofrecen detalle alguno de lo que ocurre in-
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Figura 2.2: Modelo macrosco´pico de caja negra con el que se representa el
crecimiento celular.
ternamente en las ce´lulas sino que representan los feno´menos observados a
nivel macrosco´pico.
2.1.1. Modelo de caja negra y balances elementales
En la representacio´n no estructurada se considera el balance macrosco´pi-
co de las sustancias involucradas en el crecimiento microbiano. Un diagrama
conceptual del enfoque aplicado se presenta en la Figura 2.2. Ba´sicamente,
el crecimiento celular se modeliza como una u´nica reaccio´n. En forma ge-
neral, la formacio´n de biomasa a partir de una fuente de carbono y energ´ıa
(FCE), una fuente de nitro´geno (FN) y ox´ıgeno O2 puede representarse de
la forma
FCE aFN bO2 Ñ Yx{sBiomasa Yp{sProd. YCO2{sCO2 wH2O qCalor
(2.1)
En esta expresio´n todos los coeficientes esta´n referidos a lo que se deno-
mina 1 carbono-mol (C-mol) de FCE.1 De esta manera, Yx{s representa los
C-moles de biomasa formados por cada C-mol de FCE consumido, Yp{s e
YCO2{s los C-moles de producto y CO2 formados por cada C-mol de FCE,
respectivamente. Adema´s, a y b son los moles de FN y ox´ıgeno consumi-
dos por cada C-mol de FCE, respectivamente. No´tese que tambie´n se forma
cierta cantidad de agua y adema´s se genera calor. Luego, puede realizarse
un balance de cada compuesto involucrado. En particular, el balance de
carbono resulta en
Yx{s   YCO2{s   Yp{s  1, (2.2)
donde Y1{2 tiene unidades de C-mol compuesto 1 / C-mol compuesto 2. Este
balance describe la distribucio´n del carbono en los diferentes compuestos
del lado derecho de la expresio´n (2.1) e impone restricciones a los posibles
valores que pueden tomar los rendimientos involucrados. Los coeficientes
Y1{2 se denominan rendimientos y son importantes pues miden la eficiencia
1Un carbono-mol de una sustancia es la cantidad de esa sustancia que contiene un 1
mol (12 gr.) de carbono
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del proceso de produccio´n. Por ejemplo, si el objetivo del proceso productivo
es maximizar la biomasa, entonces los objetivos sera´n maximizar Yx{s y
minimizar Yp{s. El balance de otros compuestos puede realizarse de forma
ana´loga. Adema´s del carbono, los compuestos ma´s importantes para los
cuales se realiza el balance son el hidro´geno, ox´ıgeno y nitro´geno por tratarse
de los constituyentes mayoritarios de la biomasa [28]. Los rendimientos Y1{2
definidos en esta seccio´n pueden expresarse en gramos (es decir gr. sustancia
1 / gr. sustancia 2) utilizando la relacio´n
y1{2  Y1{2
σ1
σ2
, (2.3)
donde σ1 y σ2 son los factores de conversio´n de C-mol a gramos de las
sustancias 1 y 2, respectivamente.
El ana´lisis del balance de energ´ıa correspondiente se puede simplificar
introduciendo el concepto de grado de reduccio´n de un compuesto [29]. Como
su nombre indica, el grado de reduccio´n de un compuesto (γ) es una medida
de cua´n reducido se encuentra el compuesto. Su valor nume´rico coincide con
la cantidad de electrones transferidos desde el compuesto al ox´ıgeno cuando
se oxida 1 C-mol de la sustancia. Es decir que es una medida de la cantidad
de electrones disponibles por cada C-mol de sustancia. Dado que el valor
de γ surge de un balance, el resultado depende del nivel de referencia al
que se oxida el compuesto. Como nivel de referencia se entiende a cua´les
compuestos les corresponde γ  0. Usualmente, se considera como niveles
de referencia a CO2, H2O y un compuesto nitrogenado, por ejemplo NH3 .
Con estos niveles de referencia, cada mole´cula de O2 recibe cuatro electrones
(dos por cada a´tomo). Luego, en la oxidacio´n de un compuesto gene´rico de
la forma CHaObNc donde se tiene la siguiente reaccio´n
CHaObNc   nO2 Ñ gCO2   wH2O   kNH3 , (2.4)
el grado de reduccio´n del compuesto es la cantidad γ  4n. A partir del
balance elemental de C,H , O y N aplicado a la expresio´n anterior se obtiene
que n  1   pa  3cq{4  b{2. De esta manera el grado de reduccio´n del
compuesto resulta
γ  4n  4  a 2b 3c. (2.5)
La importancia de esta expresio´n radica en que permite calcular γ a partir
de los coeficientes a, b, c que definen al compuesto sin realizar el balance de
cada elemento en (2.4).
Ahora, retomando la expresio´n (2.1), la cantidad de electrones a ambos
lados de la reaccio´n debe ser la misma. Esto se traduce en que debe cumplirse
γs  4b  Yx{sγx   Yp{sγp, (2.6)
donde γs, γx y γp son los grados de reduccio´n correspondientes a la FCE,
biomasa y producto, respectivamente. Estos valores se obtienen a partir de
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la fo´rmula qu´ımica correspondiente de cada sustancia expresada en C-mol y
haciendo uso de (2.5) [29]. No´tese que en la expresio´n anterior no aparecen
aquellos compuestos para los cuales se considero´ que su valor de γ es cero
(en este caso FN , H2O y CO2). La expresio´n (2.6) puede reordenarse de la
forma
Yx{sγx
γs
 
Yx{pγp
γs
 
4b
γs
 1, (2.7)
donde cada sumando representa una medida de co´mo se distribuyen los
electrones disponibles de la FCE.
Las expresiones (2.2) y (2.7) resumen dos balances elementales que debe
cumplir la reaccio´n (2.1). Pueden aplicarse por ejemplo para cuantificar la
ma´xima cantidad de biomasa obtenible a partir de un determinado sustrato
o para verificar la consistencia de un conjunto de observaciones experimen-
tales. Cabe destacar que la expresio´n (2.1) describe el crecimiento del mi-
croorganismo a partir de nutrientes y ox´ıgeno. En caso de que el crecimiento
microbiano sea anaero´bico pueden desarrollarse expresiones similares.
2.1.2. Cine´tica del crecimiento microbiano
Desde el punto de vista cine´tico, puede considerarse una expresio´n ana´lo-
ga a (2.1)
rsFCE rnFN rO2O2 Ñ rxBiomasa rp Prod. rCO2CO2 rw H20 Calor
(2.8)
donde rj es la tasa volume´trica de formacio´n o consumo de la sustancia j.
Nuevamente, debido a que debe cumplirse el balance de carbono, se tiene
que
rs  rx   rCO2   rp. (2.9)
En el ana´lisis de los bioprocesos suele emplearse la definicio´n de tasas de
consumo y formacio´n de compuestos por unidad de biomasa, la cual se
describe a continuacio´n.
Definicio´n 2.1 (Tasas espec´ıficas de reaccio´n) La tasa espec´ıfica de for-
macio´n o consumo de la sustancia j se define como
qj 
rj
x
. (2.10)
Luego, utilizando la expresio´n (2.10) pueden definirse
rx
x
 qx  µ tasa espec´ıfica de crecimiento,
rs
x
 qs tasa espec´ıfica de consumo de sustrato,
rO2
x
 qO2 tasa espec´ıfica de consumo de O2,
rp
x
 qp tasa espec´ıfica de formacio´n de producto.
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Figura 2.3: Modelo de Monod (ec. (2.11)).
La tasa espec´ıfica de crecimiento µ es uno de los para´metros ma´s impor-
tantes del proceso. Desde el punto de vista macrosco´pico, se han propuesto
diferentes relaciones emp´ıricas para describir la relacio´n entre µ y diferentes
factores del medio de cultivo como son la concentracio´n de nutrientes, pH,
temperatura, etc. El estudio de la dependencia de µ con el sustrato que
actu´a como fuente de carbono revela importantes aspectos del bioproceso.
Modelo de Monod Uno de los modelos ma´s importantes para describir
la relacio´n entre la tasa de crecimiento y el sustrato es el modelo de Monod
[30]:
µpsq  µmax
s
s  ks
. (2.11)
En este modelo µmax es la tasa de crecimiento ma´xima y ks es la denomi-
nada constante de saturacio´n (o constante de afinidad). Como funcio´n del
sustrato, la expresio´n (2.11) es una funcio´n mono´tonamente creciente, la
cual tiende a µmax cuando s tiende a infinito (Figura 2.3). De hecho, cuando
s " ks el valor de la tasa de crecimiento se hace independiente de la con-
centracio´n de sustrato. En este caso se dice que el sustrato se encuentra en
exceso. Por el contrario, cuando s se encuentra en concentraciones bajas,
por ejemplo en valores cercanos a ks, la tasa de crecimiento cambia con s y
se dice que el sustrato es limitante del crecimiento. Esta limitacio´n cine´tica
es la idea ba´sica para la regulacio´n de µ utilizando como accio´n de control
el flujo de alimentacio´n del sustrato [31]. Si bien el modelo de Monod es
muy sencillo, es capaz de describir relativamente bien los resultados experi-
mentales obtenidos con muchos microorganismos. De ah´ı que sea un modelo
muy popular para representar la dependencia de µ con el sustrato principal.
Modelos con Inhibicio´n De acuerdo al modelo de Monod, cuando el
sustrato se encuentra en exceso la tasa de crecimiento satura en el valor µmax.
En algunos microorganismos, una concentracio´n elevada de sustrato puede
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Figura 2.4: Modelo de Haldane (ec. (2.12)).
tener un efecto inhibitorio en la tasa de crecimiento. Muchos de los modelos
que describen este efecto se basan en expresiones obtenidas originalmente
para la cine´tica de inhibicio´n de enzimas. Un modelo muy utilizado para
representar la inhibicio´n de µ con s es el denominado modelo de Haldane
µpsq  µo
s
s2{ki   s  ks
, (2.12)
donde ki se denomina constante de inhibicio´n y µo  µmax p1   2
a
ks{kiq.
En este modelo la tasa de crecimiento presenta un ma´ximo en s 
?
kski
y a partir de s la funcio´n (2.12) decrece (Figura 2.4). Otras sustancias
pueden producir efecto inhibitorio, por ejemplo para el caso de inhibicio´n
por producto se han propuesto extensiones al modelo (2.11) de la forma
µpq  µmax
s
s  ks
fppq, (2.13)
donde fppq es una funcio´n decreciente de la concentracio´n de producto [32].
Otros modelos de µ Si bien los modelos de Monod y Haldane han sido
muy difundidos, existen cultivos biolo´gicos en los cuales estos modelos no se
ajustan satisfactoriamente a los valores experimentales. Otras expresiones
emp´ıricas que se han propuesto para describir la dependencia de µ con el
sustrato son las siguientes:
Blackman: µpsq 
#
µmax
s
2k
si s   2k
µmax si s ¥ 2k
, (2.14)
Tessier: µpsq  µmaxp1 e
ks
q, (2.15)
Moser: µpsq  µmax
sn
sn   km
, (2.16)
Contois: µpq  µmax
s
s  kx
. (2.17)
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El modelo de Blackman puede proveer un mejor ajuste de µ a bajas concen-
traciones de s pero es un modelo con un cambio de pendiente discontinuo.
El modelo de Moser puede verse como una generalizacio´n de la expresio´n de
Monod. El modelo de Contois predice reduccio´n de la tasa de crecimiento
cuando se incrementa la concentracio´n de biomasa. Este u´ltimo modelo es
muy utilizado para representar la dina´mica del crecimiento en procesos de
tratamiento de residuos [33].
Efecto de las condiciones de operacio´n sobre µ. La fuente de car-
bono no es la u´nica variable que causa efectos sobre la tasa de crecimiento.
Las condiciones de operacio´n del biorreactor (por ejemplo temperatura y
pH) ejercen efectos que pueden ser muy diferentes entre un proceso y otro.
Por consiguiente, los feno´menos involucrados suelen ser complejos de mode-
lizar. Se ha observado que el efecto de la temperatura sobre µmax es similar
al efecto que produce la temperatura en la actividad de una enzima: la
actividad se incrementa con la temperatura hasta un cierto valor y luego,
para valores de temperatura superiores, la actividad decrece [28]. A partir
de esta observacio´n es razonable suponer que exista una temperatura o´pti-
ma de cultivo para cada microorganismo. El efecto del pH en la actividad
celular se debe a la sensibilidad de las enzimas individuales, las cuales son
afectadas por el cambio de pH. Adema´s, los microorganismos tienen la ca-
pacidad de mantener el pH interno relativamente constante ante cambios
del pH externo. Sin embargo, esto ocurre a expensas de un incremento de
la energ´ıa utilizada para mantenimiento. De esta manera, es esperable que
si el pH no esta´ en su valor o´ptimo haya una reduccio´n sustancial de la tasa
de crecimiento. En forma general, los efectos de la temperatura, el pH y
otros factores pueden ser incluidos en el modelo de µ agregando te´rminos
multiplicativos [34]
µpq  µmaxf1psqf2pT qf3ppHqf4pO2q . . . , (2.18)
donde cada una de las funciones fipq P r0, 1s modeliza el efecto de un nu-
triente o para´metro particular. Cuando se asume que la tasa de crecimiento
es funcio´n de un u´nico sustrato, se considera que las condiciones de opera-
cio´n (ej: temperatura y pH) se encuentran reguladas por lazos de control
independientes.
2.1.3. Balance de masas en la fase l´ıquida
La Figura 2.5 presenta un esquema simplificado de un biorreactor de
tanque agitado donde Fin y Fout representan a la entrada y salida de flujos,
respectivamente. En forma general, una cantidad de sustancia C diluida en
una fase liqu´ıda (de volumen v) se encuentra con una concentracio´n c  C{v.
La tasa de cambio de la cantidad total de la sustancia esta´ gobernada por
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Figura 2.5: Esquema simplificado de un biorreactor de tanque agitado.
el balance de masas correspondiente
.
C 
.
pcvq  Fincin  Foutcout  rcv  intercambio. (2.19)
En la expresio´n anterior, Fincin (respectivamente Foutcout) es la cantidad
de sustancia que ingresa (sale) con concentracio´n cin (cout) por unidad de
tiempo, rcv es la tasa de produccio´n o consumo de la sustancia debido a
la actividad biolo´gica y el u´ltimo te´rmino se refiere al intercambio con otra
fase (en este caso la fase gaseosa del biorreactor). El modelizado del proceso
utilizando ecuaciones diferenciales independientes de las coordenadas espa-
ciales requiere de algunas hipo´tesis, las cuales se describen a continuacio´n.
Suposicio´n 2.1 Las condiciones de operacio´n del biorreactor son tales que
el mezclado es perfecto.
La suposicio´n 2.1 asume que no existen gradientes de concentracio´n en todo
el volumen del biorreactor y entonces las concentraciones de las sustancias
de intere´s son uniformes. En el balance de masa (2.19), esto implica que
cout  c. De esta manera, el balance de la cantidad de biomasa (X) y
sustrato (S) resulta en:
.
pxvq  Foutx  µxv, (2.20)
.
psvq  FinSin  Fouts
µxv
yx{s
, (2.21)
donde se utilizo´ la igualdad rx  µx y el hecho de que no ingresa biomasa
al biorreactor. En las expresiones anteriores, x y s denotan la concentracio´n
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de biomasa y sustrato respectivamente. No´tese en la expresio´n (2.21) que el
consumo de sustrato se representa asociado al crecimiento, es decir
rs 
µx
yx{s
. (2.22)
Puede suceder que exista un consumo paralelo de sustrato para manteni-
miento (esto significa energ´ıa requerida para funciones celulares no asocia-
das a la produccio´n de nuevas ce´lulas). En caso de que ese consumo no
sea despreciable frente al consumo de sustrato para crecimiento, se puede
reemplazar la expresio´n de rs anterior por la propuesta de Pirt [35]
rs 

µ
y1
x{s
 ms

x, (2.23)
donde ms se denomina coeficiente de mantenimiento y el para´metro y
1
x{s es
el rendimiento que se obtendr´ıa en caso de ms  0 (rendimiento teo´rico).
Cabe destacar que en los casos en que ms ¡ 0, el rendimiento neto yx{s no
es constante sino que es dependiente de µ (comparar con ec. (2.22)).
Suposicio´n 2.2 Las densidades del cultivo y del volumen que ingresa/egresa
son iguales y constantes.
La suposicio´n 2.2 permite relacionar el cambio de volumen del cultivo con
los caudales de entrada y salida a trave´s de la expresio´n
9v  Fin  Fout. (2.24)
Cabe destacar que las hipo´tesis consideradas tienen validez en biorreactores
agitados de volumen pequen˜o a mediano y en cultivos donde las concentra-
ciones de las sustancias involucradas no sean muy elevadas.
En los cultivos aero´bicos, el ox´ıgeno requerido por las ce´lulas se trans-
fiere desde la fase gaseosa usualmente por aireacio´n y agitacio´n. La tasa de
transferencia volume´trica de ox´ıgeno desde la fase gaseosa (burbujas) hacia
el seno de la fase l´ıquida puede representarse por
OTR  KLapc

DO  cDOq, (2.25)
donde cDO y c

DO son las concentraciones de ox´ıgeno disuelto en la fase
l´ıquida y de saturacio´n, respectivamente, yKLa es la tasa de transferencia de
masa volume´trica. Cabe destacar que la solubilidad del ox´ıgeno en el medio
de cultivo es muy baja, del orden de 8 mg/L, y que adema´s cambia con la
concentracio´n de sales y con la temperatura [36]. El consumo de ox´ıgeno
que realiza la biomasa (tambie´n denominado en ingle´s oxygen uptake rate
(OUR)) se describe por
rO2 

µ
yx{o
 mo


x. (2.26)
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Esta expresio´n es ana´loga a la de consumo de sustrato (2.23), donde yx{o es la
cantidad de biomasa producida por unidad de ox´ıgeno consumido cuando
el mantenimiento es nulo. Luego, el balance (2.19) para ox´ıgeno disuelto
resulta en .
pcDOvq  FoutcDO  rO2v  OTR v, (2.27)
donde se considero´ el hecho de que no ingresa ox´ıgeno por las entradas de
flujos sino desde la fase gaseosa.
A partir del balance de masas de las principales sustancias puede verse
que la dina´mica depende de las entradas de flujo. En funcio´n de los caudales
aplicados al biorreactor se tienen tres modos ba´sicos de operacio´n, los cuales
se describen en la pro´xima seccio´n.
2.1.4. Sistemas de cultivo
Cultivo por lotes
En los denominados cultivos por lotes (del ingle´s batch) no se aplican
entradas, es decir que Fin  Fout  0. En consecuencia se tiene un sistema
con volumen constante (v  v0). A partir del balance de masas (2.20)-(2.21),
la dina´mica de las concentraciones de biomasa y sustrato resulta
9x  µx, (2.28a)
9s  
µx
yx{s
. (2.28b)
En estos procesos, las concentraciones iniciales de biomasa y nutrientes,
junto con los para´metros fisicoqu´ımicos de operacio´n, definen el curso del
cultivo. En un experimento por lotes existen hasta cinco fases claramen-
te identificables (ver Figura 2.6): (1) fase de latencia (o retardo), (2) fase
exponencial, (3) fase de desaceleracio´n, (4) fase estacionaria y (5) fase de
decrecimiento (o de muerte). La fase de latencia ocurre debido a la adapta-
cio´n del microorganismo a las nuevas condiciones ambientales a las que se
encuentra sometido. Esto incluye la s´ıntesis de las enzimas necesarias para
la actividad metabo´lica que deben realizar en el nuevo entorno. La duracio´n
de esta etapa, que depende del microorganismo y de las condiciones del
biorreactor, puede acortarse si la biomasa es transferida desde un medio de
cultivo similar. Una vez adaptado a las nuevas condiciones, el microorganis-
mo comienza a crecer. En la etapa de crecimiento exponencial el sustrato
principal se encuentra en exceso. Si la tasa de crecimiento es de la forma
(2.11) y los factores ambientales son adecuados, entonces se alcanza la velo-
cidad ma´xima de crecimiento µmax . Luego, al reducirse las concentraciones
de los sustratos, la tasa de crecimiento disminuye hasta que, eventualmente,
la etapa de crecimiento culmina. Usualmente, el medio de cultivo se prepa-
ra de manera tal de que el sustrato limitante sea la fuente de carbono. No
obstante, el crecimiento tambie´n puede detenerse debido a inhibicio´n gene-
rada por sustancias acumuladas durante la fase de crecimiento exponencial.
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Figura 2.6: Curva t´ıpica de un cultivo por lotes (valores utilizados: xp0q 
0,1 g/L, sp0q  10 g/L, µmax  0,8 h
1, yx{s  0,8 g/g).
En la fase estacionaria la tasa de crecimiento neta es nula. Finalmente, la
concentracio´n de biomasa puede reducirse debido a muerte de las ce´lulas o
a metabolismo endo´geno (esto u´ltimo se refiere a reacciones en las ce´lulas
que consumen sustancia de las ce´lulas mismas). En la Figura 2.6 se ilustra
un ejemplo donde una concentracio´n inicial de sustrato (sp0q  10 g/L)
fue consumida completamente para dar un incremento de biomasa igual a
∆x  yx{ssp0q  8 g/L.
Es conveniente destacar en este punto que los modelos de µ descriptos
en las expresiones (2.11)-(2.17) no modelizan la fase de latencia. Esta fase
se observa cuando las condiciones ambientales cambian lo suficiente como
para que el microorganismo requiera adaptar su metabolismo. En caso de
requerirse modelizar este efecto puede considerarse el modelo de Baranyi
and Roberts [37], el cual incorpora una funcio´n de ajuste para representar
el ajuste gradual de las ce´lulas a las nuevas condiciones ambientales.
Sin dudas, la principal ventaja de los cultivos por lotes es su simplicidad
y facilidad de operacio´n. Otra caracter´ıstica es que permiten determinar
para´metros como µmax e yx{s con relativa facilidad. Por otro lado, durante
la fase exponencial el microorganismo crece con sustrato en exceso y por
consiguiente la tasa de crecimiento no puede ser regulada con ese nutrien-
te. Adema´s puede aparecer inhibicio´n debido a la acumulacio´n de algu´n
subproducto del crecimiento. Tambie´n puede suceder que, debido a la alta
demanda de ox´ıgeno, se genere limitacio´n al alcanzarse la tasa ma´xima de
transferencia de ox´ıgeno del biorreactor. Finalmente, ciertos productos de
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intere´s no se generan durante la fase de crecimiento exponencial sino que lo
hacen hacia el final del cultivo, es decir cuando las concentraciones de los
sustratos son menores y por consiguiente la tasa de crecimiento es menor a
µmax . Muchos de los problemas del cultivo por lotes se pueden resolver con
el denominado cultivo semi-continuo (en ingle´s fed-batch).
Cultivo semi-continuo
En este modo de operacio´n del biorreactor se tiene Fin ¡ 0, Fout  0. Es
decir que se introduce progresivamente medio de cultivo fresco al biorreactor
pero no se extrae nada hasta que el proceso haya finalizado. En este caso,
la dina´mica de las principales variables resulta en
9x  µx
Fin
v
x, (2.29a)
9s  
µx
yx{s
  pSin  sq
Fin
v
, (2.29b)
9v  Fin, (2.29c)
donde el cociente Fin{v se denomina dilucio´n (D). A menudo se considera a
D como la entrada de control del proceso. El significado f´ısico de esta varia-
ble es que su valor nume´rico es igual al nu´mero de volu´menes de biorreactor
que ingresan al mismo por unidad de tiempo. No´tese que se considera un
flujo de entrada que no contiene biomasa y por esta razo´n so´lo aparece en
la dina´mica de x un te´rmino negativo asociado a la dilucio´n.
La principal ventaja del modo de operacio´n semi-continuo es que permi-
te evitar la sobrealimentacio´n de sustrato y de esta manera evitar tambie´n
la inhibicio´n de la tasa de crecimiento. Adema´s, con una ley de alimentacio´n
adecuada, es posible regular µ en valores menores a µmax. Esto permite al-
canzar objetivos tales como obtener condiciones o´ptimas para la generacio´n
de un determinado producto, evitar los problemas asociados a la limitacio´n
por ox´ıgeno, mejorar la reproducibilidad del proceso, maximizar el creci-
miento celular, obtener altas concentraciones de biomasa evitando el efecto
to´xico de nutrientes, entre otros. Por estas razones, este modo de cultivo es
a menudo preferido por sobre los otros modos de operacio´n [38].
Debido a la importancia de este tipo de proceso, en la seccio´n 2.3 se
describen diferentes estrategias de alimentacio´n aplicadas para satisfacer
diferentes objetivos. En particular se presta especial atencio´n a leyes expo-
nenciales de la forma
Finptq  Foe
µt, (2.30)
las cuales son utilizadas para regular la tasa de crecimiento en un valor
predefinido. Algunas de estas estrategias utilizan realimentacio´n de variables
como la biomasa y el volumen. Leyes de alimentacio´n tanto de lazo abierto
como de lazo cerrado sera´n consideradas en el Cap´ıtulo 5, donde se presenta
un algoritmo que actu´a como lazo auxiliar de la alimentacio´n para resolver
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problemas asociados con la limitacio´n por ox´ıgeno disuelto. Tambie´n se
consideran leyes que realimentan la cantidad de biomasa en el Cap´ıtulo 6,
donde se disen˜a una ley de alimentacio´n para un cultivo alimentado con dos
sustratos.
Cultivo continuo
En este modo de operacio´n se tiene tanto flujo de entrada como de salida.
En los casos en los que se opera a volumen constante se tiene Fin  Fout ¡ 0.
Luego, el balance correspondiente para las concentraciones de biomasa y
sustrato resulta:
9x  pµ
Fin
v
qx, (2.31a)
9s  
µx
yx{s
  pSin  sq
Fin
v
. (2.31b)
Estas expresiones corresponden a procesos sin recirculacio´n de biomasa.
Cuando parte de la biomasa que fluye fuera del biorreactor es reciclada,
utilizando por ejemplo un tanque sedimentador, debe incorporarse una va-
riable que describa la dina´mica de la biomasa que reingresa al biorreactor
como tambie´n te´rminos de dilucio´n adicionales en cada variable de esta-
do [34]. Una caracter´ıstica importante del modo de operacio´n continuo es
la posibilidad de alcanzar concentraciones de estado estacionario px, sq. A
partir de las expresiones (2.31), las concentraciones px, sq obedecen a las
expresiones:
µpsq  D, (2.32a)
x  yx{spSin  sq. (2.32b)
Luego, utilizando la expresio´n de µpsq pueden obtenerse los valores de estado
estacionario como funcio´n de D. Por ejemplo, en caso de que la tasa de
crecimiento responda a la expresio´n de Monod (ec. (2.11)) la solucio´n de la
expresio´n (2.32a) resulta
s 
Dks
µmax D
. (2.33)
El coeficiente de mantenimiento ms, descripto en la expresio´n (2.23), genera
una reduccio´n de x de acuerdo a
x 
y1x{sDpSin  sq
D  msy
1
x{s
. (2.34)
La Figura 2.7 presenta un ejemplo de los valores de estado estacionario de
biomasa y sustrato (expresiones (2.32b)-(2.34)) obtenidos como funcio´n de
D para una cine´tica tipo Monod. De acuerdo al modelo de Monod, si se
intenta operar con diluciones cercanas a µmax la concentracio´n de sustrato
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Figura 2.7: Ejemplo de concentraciones de estado estacionario en un cultivo
continuo como funcio´n de la dilucio´n para el caso de cine´tica Monod (valores
utilizados: µmax  1 h
1, ks  0,5 g/L, y
1
x{s  0,8 g/g, Sin  20 g/L,
ms  0,05 g/g/h).
requerida crece en forma no acotada (ver (2.33)). En la pra´ctica se tiene
una cota superior dada por la concentracio´n de sustrato en la entrada, es
decir s ¤ Sin. Intentar operar a diluciones mayores a un valor de dilucio´n
cr´ıtico produce el lavado del biorreactor, es decir xptq Ñ 0, dado que egresa
mayor cantidad de biomasa que la que crece por unidad de tiempo.
El modo de operacio´n continuo es muy utilizado para estudios fisiolo´gicos
ya que en estado estacionario es posible regular la tasa de crecimiento con la
dilucio´n. De esta manera pueden realizarse diferentes pruebas manteniendo
el resto de los para´metros bajo estricto control. Por otro lado, dado que
se trata de un sistema abierto existe mayor riesgo de contaminacio´n del
cultivo. Adema´s, la etapa previa de estabilizacio´n del biorreactor puede ser
dificultosa e insumir una cantidad valiosa de tiempo y recursos [39].
2.1.5. Formacio´n de producto
La formacio´n de producto es una caracter´ıstica de los cultivos con mi-
croorganismos. Si el objetivo es maximizar la produccio´n de biomasa, este
feno´meno resulta claramente indeseado, no so´lo por la reduccio´n de la pro-
ductividad del cultivo sino porque adema´s existen productos que, a partir de
cierto valor de concentracio´n, pueden resultar inhibitorios del crecimiento.
Por otro lado, si el objetivo es obtener una enzima, una prote´ına recom-
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binante o incluso el bio-tratamiento de residuos, entonces la generacio´n de
productos es una cuestio´n primordial para el desarrollo rentable del biopro-
ceso y en estos casos un claro objetivo de control es la maximizacio´n del
bioproducto generado. Dado que los productos pueden ser acumulados den-
tro de las ce´lulas o secretados, las estrategias para maximizar la produccio´n
del bioproceso dependera´n del tipo de producto.
Desde un punto de vista dina´mico, la formacio´n de los productos puede
clasificarse de la siguiente manera:
Productos asociados al crecimiento. En este caso se tiene rp  µx{yx{p,
donde yx{p es el rendimiento correspondiente. Un ejemplo de este tipo
es la fermentacio´n anaero´bica de azu´cares (por ejemplo con formacio´n
de etanol) usando S. cerevisiae. Dado que la formacio´n del producto
depende de µ, es de intere´s alimentar el biorreactor de tal manera que
la tasa de crecimiento espec´ıfica se mantenga constante. Tal es el caso
de la produccio´n del ant´ıgeno de superficie de la hepatitis B utilizando
S. cerevisiae [40].
Productos no asociados al crecimiento. En este caso rp  kpx. Como el
nombre lo indica, la formacio´n de producto no se relaciona con la tasa
de crecimiento sino con la concentracio´n de biomasa. En estos casos,
maximizar el producto es equivalente a maximizar la concentracio´n
final de biomasa. El cultivo semi-continuo brinda la posibilidad de ex-
tender la fase estacionaria y aumentar as´ı la produccio´n de productos.
Como ejemplo de este caso se tiene la produccio´n de algunos anti-
cuerpos con cultivos de hibridomas [41] y la fermentacio´n de diversos
antibio´ticos [42, 43].
Modelo mixto. En algunos casos la formacio´n de productos se relaciona
no so´lo con el crecimiento sino tambie´n con la cantidad de biomasa.
Este es el caso del modelo de Luedeking y Piret, el cual se describe a
continuacio´n.
Modelo de Luedeking y Piret Este modelo establece que la tasa de
formacio´n de un producto p esta´ relacionada con la tasa de crecimiento y
con la concentracio´n del microorganismo. De esta manera, en un cultivo por
lote se tiene
9p  α 9x  βx, (2.35)
donde 9x  µx. De este modo resulta rp  pαµ   βqx. Los para´metros
emp´ıricos α y β se denominan coeficiente de formacio´n de producto asociado
y no asociado al crecimiento, respectivamente. Su determinacio´n se realiza
a partir de valores experimentales realizando un gra´fico de 9p{x vs µ [44].
Originalmente, la expresio´n (2.35) fue desarrollada para describir la for-
macio´n de a´cido la´ctico en un cultivo de Lactobacillus debruickii. Actual-
mente, este modelo ha sido modificado para describir la formacio´n de otras
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sustancias incluyendo a´cido gluco´nico, succ´ınico, lipasas, etc. [45, 46, 47].
Tambie´n se han propuesto versiones modificadas para describir la forma-
cio´n de hidro´geno a partir de distintos tipos de microorganismos tales como
los cultivos mixtos anaero´bicos y las bacterias fotosinte´ticas [48, 49]. En el
Cap´ıtulo 3 se aprovecha la estructura de la expresio´n (2.35) y se presentan
observadores que estiman la concentracio´n de biomasa y la tasa de creci-
miento. Como aplicacio´n de los observadores, se presenta la estimacio´n de
las variables mencionadas en un cultivo por lote de una bacteria fotosinte´tica
productora de hidro´geno.
2.1.6. Procesos multi-sustrato
Existen biorreaciones de creciente intere´s industrial en las que el micro-
organismo crece consumiendo ma´s de un sustrato en forma simulta´nea. En
estos casos pueden distinguirse (al menos) dos sustratos los cuales pueden
limitar el crecimiento simulta´neamente. A este tipo de procesos se los llama
en general cultivos multi-sustrato. Una forma de introducir la influencia de
ma´s de un sustrato en el modelo no estructurado (2.41) es a trave´s de la
tasa de crecimiento µ. De esta manera, y en funcio´n de co´mo sean consu-
midos los sustratos, pueden distinguirse diferentes expresiones para µ. En
particular, en el caso de dos sustratos limitantes del crecimiento, pueden
distinguirse los siguientes modelos cine´ticos [50]:
Modelo aditivo
µ  µ1   µ2. (2.36)
Modelo multiplicativo
µ  µ1ps1qµ2ps2q. (2.37)
Modelo no interactivo
µ  µ1 or µ2. (2.38)
Modelo combinado
µ  µ1ps1q   µ2ps1, s2q. (2.39)
En el modelo aditivo se asume que el crecimiento microbiano provie-
ne del consumo de dos sustratos los cuales son utilizados en dos caminos
metabo´licos paralelos. En este caso, ambos sustratos pueden considerarse
homo´logos en el sentido de que proveen una funcio´n similar para el cre-
cimiento celular (por ejemplo: dos fuentes de carbono y energ´ıa) [51]. Los
te´rminos µi de la expresio´n (2.36) pueden ser funcio´n del si correspondiente
o bien presentar te´rminos cruzados para considerar el efecto de un sustrato
en el camino metabo´lico del otro [52]. En el modelo multiplicativo, se asu-
me que el crecimiento celular puede darse so´lo en presencia de dos sustratos
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Tabla 2.1: Cultivos multi-sustrato modelizados con diferentes modelos de µ.
Microorganismo Modelo Sustratos Ref.
P. pastoris (2.36) glicerol, metanol [53]
P. putida CSV86 (2.36) glucosa, alcohol benc´ılico [54]
H. polymorpha DL-1 (2.36) glicerol, metanol [55]
Bacterias prod. de H2 (2.36) glucosa, peptona [56]
P. aeruginosa (2.37) glucosa, ox´ıgeno [57]
(2.37) nitro´geno, ox´ıgeno [58]
P. putida (2.37) fenol, ox´ıgeno [59]
C. necator DSM 545 (2.37) glucosa, nitro´geno [60]
Cyanothece 51142 (2.37) glicerol, nitrato [61]
S. cerevisiae (2.38) glucosa, ox´ıgeno [62]
C. taiwanensis R186 (2.39) fenol, glicerol [63]
C. lusitaniae (2.39) glucosa, celobiosa, xilosa [64]
B. Pertussis (2.39) glutamato, lactato [65]
esenciales, es decir nutrientes que no cumplen la misma funcio´n fisiolo´gica
(sustratos hetero´logos, tambie´n llamados nutrientes complementarios). Al-
gunos ejemplos de este tipo de sustratos son glucosa (o cualquier otra fuente
de carbono) y una fuente de nitro´geno o bien una fuente de carbono y una
de ox´ıgeno, etc. En el modelo no interactivo, la tasa de crecimiento es limi-
tada por uno de los sustratos mientras el otro no tiene efecto en la tasa neta
de crecimiento. Un caso particular del crecimiento no interactivo es el creci-
miento dia´uxico, que ocurre cuando el microorganismo consume uno de los
sustratos y luego de agotada la fuente primaria de carbono y energ´ıa utiliza
el segundo sustrato (en general entre las dos etapas de crecimiento aparece
una fase de latencia). El modelo (2.39) puede verse como una combinacio´n
de los modelos aditivo y multiplicativo. Se han reportado situaciones en las
cuales la presencia de un segundo sustrato incrementa el valor de µ con la
condicio´n de que la actividad de un segundo camino metabo´lico esta´ sujeto
a la presencia de los dos nutrientes. Esto se puede modelizar asumiendo que
uno de los sustratos es consumido en dos caminos metabo´licos mientras que
el segundo sustrato es esencial para la segunda ruta metabo´lica.
La Tabla 2.1 presenta ejemplos de procesos biotecnolo´gicos multi-sustrato
con diferente comportamiento respecto de la tasa de crecimiento. Como
puede verse, se han reportado modelos con diversos sustratos combinando
fuentes de carbono, nitro´geno y ox´ıgeno. En algunos casos se considera estos
procesos para biorremediacio´n de sustancias to´xicas como fenol y tolueno.
Nuevamente, a partir del balance de masas, puede encontrarse el modelo
de estados que describe la dina´mica de la biomasa y los dos sustratos en
cuestio´n. En particular, para el caso de dos sustratos alimentados mediante
dos entradas individuales (por ejemplo dos fuentes de carbono) en modo
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semi-continuo se tiene
9x  µx
x
v
F1 
x
v
F2, (2.40a)
9s1  σ1x 
pS1in  s1q
v
F1 
s1
v
F2, (2.40b)
9s2  σ2x
s2
v
F1  
pS2in  s2q
v
F2, (2.40c)
9v  F1   F2, (2.40d)
donde µ corresponde a una de las expresiones descriptas en (2.36)-(2.39) y
Fi es el flujo de entrada del sustrato i. No´tese que la expresio´n de la tasa
de consumo del sustrato (σi) dependera´ de co´mo se consuma ese nutriente,
es decir del modelo de µ.
En esta Tesis se tratan algunos problemas relevantes que pueden en-
cuadrarse dentro de los cultivos multi-sustrato. En el Cap´ıtulo 5 se aborda
el problema que resulta en los cultivos aero´bicos cuando uno de los sustra-
tos esenciales para el crecimiento (ox´ıgeno) alcanza valores extremadamente
bajos. De acuerdo a la clasificacio´n anterior, el caso en estudio correspon-
de a dos sustratos esenciales con cine´tica descripta por la ec. (2.37). En el
Cap´ıtulo 6 se describen leyes de alimentacio´n de dos sustratos homo´logos
para el caso de cine´tica aditiva (ec. (2.36)).
2.1.7. Modelo de estados generalizado
En forma general, a partir del balance de n componentes, se obtiene el
siguiente modelo de estados [34]
.
ξ Krpξ, tq Dptqξptq   F ptq Qpξq, (2.41)
donde ξptq P Rn
 
es el vector de estados, K es una matriz de coeficien-
tes de dimensio´n pn  mq y rpq P Rm el vector de las tasas volume´tricas
(rx, rs, rp, . . . ). El vector F ptq P R
n
 
contiene el aporte de las j entradas
para cada estado, Dptq P R
 
la tasa de dilucio´n total y Qpξq P Rn
 
la ta-
sa de intercambio con la fase gaseosa. Este modelo, que describe en forma
compacta la evolucio´n de n sustancias en un proceso de m reacciones, suele
tomarse como modelo para el disen˜o de observadores y algoritmos de con-
trol [66, 67]. La expresio´n (2.41) sera´ considerada en el Cap´ıtulo 4 para el
desarrollo de un observador de l tasas de reaccio´n a partir de la medicio´n
de l componentes del vector ξptq.
2.2. Importancia de la regulacio´n del creci-
miento
Un objetivo de especial intere´s en el desarrollo de los procesos biotec-
nolo´gicos es lograr que el microorganismo alcance la condicio´n metabo´lica
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deseada [68]. Entre los para´metros involucrados en la definicio´n del estado
metabo´lico, la tasa de crecimiento juega un papel muy importante. De he-
cho, se ha reportado que diversos atributos fisiolo´gicos de las ce´lulas var´ıan
como una funcio´n de la tasa espec´ıfica de crecimiento. Por ejemplo, el con-
tenido de l´ıpidos o la fraccio´n de carbohidratos almacenados en las ce´lulas
de S. cerevisiae pueden vincularse con el valor de µ. Tambie´n se ha relacio-
nado la tasa de crecimiento con la capacidad de las ce´lulas para sintetizar
prote´ınas, propiedad muy importante en la produccio´n de prote´ınas recom-
binantes. Usualmente el rendimiento de produccio´n de prote´ınas aumenta
al decrecer el valor de µ [69]. Adema´s, ciertos problemas industriales como
la regulacio´n de la cantidad de lipopolisaca´rido en vacunas y la optimiza-
cio´n de la tasa espec´ıfica de produccio´n de prote´ınas recombinantes con
Pichia pastoris han sido relacionados con el problema de regulacio´n de µ
[70, 71]. De esta manera, la tasa de crecimiento tiene relacio´n directa no so´lo
con el crecimiento y el rendimiento del proceso sino tambie´n con la s´ıntesis
de metabolitos, al tiempo que aparece involucrada en muchas reacciones
intracelulares. Desde el punto de vista extracelular y al nivel de procesos
productivos, la tasa de crecimiento tiene relevancia en [69]:
i. La maximizacio´n de la productividad: en procesos de produccio´n de
prote´ınas asociadas al crecimiento, o en cualquier situacio´n donde la
biomasa es el producto final, es de esperar que la operacio´n ma´s eficiente
sea la de crecimiento exponencial a una tasa o´ptima.
ii. La regulacio´n del estado metabo´lico: tal como se describio´ previamente,
varios atributos fisiolo´gicos de las ce´lulas var´ıan como una funcio´n de
la tasa de crecimiento.
iii. La formacio´n y calidad del producto: la capacidad de mantener las ce´lu-
las en un estado metabo´lico particular relacionado con µ, promoviendo
un metabolismo particular para la produccio´n de metabolitos secunda-
rios, es de particular importancia para diferentes industrias. Adema´s,
se ha reportado que la regulacio´n de µ es relevante para garantizar la
reproducibilidad del proceso [72].
De los modos de operacio´n t´ıpicos, los cultivos semi-continuos son a
menudo seleccionados para la produccio´n de metabolitos. En la pro´xima
seccio´n se describen estrategias de alimentacio´n, incluyendo aquellas que
permiten regular la tasa de crecimiento a un valor constante, es decir es-
trategias adecuadas para alcanzar el crecimiento exponencial a una tasa
deseada.
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2.3. Estrategias de alimentacio´n para culti-
vos semi-continuos
2.3.1. Descripcio´n de las estrategias
Con el objetivo de alimentar a la biomasa con los nutrientes necesa-
rios, debe definirse el perfil temporal para el flujo de alimentacio´n. Se han
propuesto diferentes esquemas en funcio´n de las variables disponibles para
realimentacio´n y del objetivo de control planteado. Una posible clasifica-
cio´n de las leyes de alimentacio´n para cultivos semi-continuos comprende
(adaptado de [17]):
Estrategias de alimentacio´n precalculadas: incluye leyes de alimenta-
cio´n constantes, lineales o exponenciales calculadas a partir del modelo
del proceso. Cuando la alimentacio´n es constante se tiene como des-
ventaja que la tasa de crecimiento decrece de manera continua. Una
ley lineal permite reducir este efecto pero es la ley de alimentacio´n
exponencial la que permite regular la tasa de crecimiento en un va-
lor constante µ  µr, siendo e´ste el objetivo de control en algunas
aplicaciones.
Leyes de alimentacio´n basadas en regular una variable fisicoqu´ımica:
comprende estrategias que vinculan la alimentacio´n de nutrientes con
la medicio´n de pH (te´cnica pH-stat) u ox´ıgeno disuelto (te´cnica DO-
stat). En muchas de estas estrategias se aprovechan los cambios ra´pi-
dos de la variable medida que ocurren al agotarse el sustrato principal.
De esta manera, cuando el pH (o DO) se incrementa por encima del
valor de referencia un controlador tipo ON/OFF actu´a sobre la bomba
de alimentacio´n correspondiente [73, 74].
Estrategias de alimentacio´n basadas en monitoreo del sustrato o ta-
sa de consumo del mismo: comprende leyes implementadas midiendo
la concentracio´n de nutriente o calculando en l´ınea el consumo de
nutrientes. Uno de los primeros aportes en esta l´ınea fue el de Kons-
tantinov et al. [75], donde se estimo´ el consumo de glucosa a partir
de la medicio´n de gases. La te´cnica denominada DO-stat balanceado
agrega adema´s un lazo de control para regular el ox´ıgeno disuelto.
En [76] se utilizo´ un analizador de glucosa en l´ınea para regular la
concentracio´n de glucosa y mejorar la produccio´n de una prote´ına.
Leyes de alimentacio´n con te´rminos feedforward-feedback : comprende
estrategias que combinan una parte precalculada, es decir un te´rmino
obtenido del balance de masas y de los para´metros del modelo, y otra
de correccio´n a partir de una variable medida o una estimacio´n del
para´metro a regular. Para el caso de regulacio´n de tasa de crecimiento
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Figura 2.8: A) esquema basado en realimentacio´n de variables fisicoqu´ımi-
cas. B) esquema basado en realimentacio´n de variables estimadas [17].
se han propuesto algoritmos que realimentan una estimacio´n de µ
[77, 78].
Leyes de alimentacio´n basadas en el valor actual de biomasa: en caso
de disponer de medicio´n de biomasa puede implementarse una familia
de controladores que utilizan este valor para determinar el flujo de ali-
mentacio´n. Cuando el objetivo es regular la tasa de crecimiento, puede
aplicarse alimentacio´n proporcional a la cantidad medida de biomasa
[79]. Otra posibilidad es realimentar una estimacio´n obtenida median-
te un algoritmo adecuado. En este u´ltimo caso, si existe dina´mica adi-
cional introducida por el observador, puede incrementar fuertemente
la complejidad del ana´lisis de estabilidad. Una posible solucio´n a este
problema es la combinacio´n de leyes de alimentacio´n proporcionales a
la biomasa con observadores de convergencia en tiempo finito.
Aplicacio´n de lo´gica difusa: una ventaja de este enfoque es que per-
mite incorporar un conjunto de reglas definidas en funcio´n de la ex-
periencia obtenida en la operacio´n del proceso. Por ejemplo, en [80]
se utilizo´ para regular la produccio´n de penicilina manipulando el flu-
jo de alimentacio´n. Tambie´n se han disen˜ado leyes basadas en lo´gica
difusa para otros procesos y para diagno´stico de fallas [17].
Con excepcio´n de las leyes de alimentacio´n precalculadas, las estrategias
descriptas en la clasificacio´n anterior emplean algu´n tipo de realimentacio´n.
Luego, pueden ser clasificadas en aquellas que realimentan variables medi-
das y aquellas que requieren observadores (Figura 2.8). En cualquier caso,
el objetivo es alimentar de forma adecuada al biorreactor y evitar as´ı la
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subalimentacio´n y la sobrealimentacio´n de nutrientes. Es importante desta-
car que si el cultivo es subalimentado se reduce el crecimiento, afectando la
productividad, mientras que la sobrealimentacio´n de nutrientes puede llevar
a efectos inhibitorios y a la formacio´n de subproductos indeseados. Como se
explico´ en la seccio´n 2.1.2, el control del crecimiento microbiano mediante
el flujo de alimentacio´n se realiza a trave´s de un sustrato en concentracio´n
limitante. Si bien en muchos casos se utiliza como sustrato limitante a la
fuente de carbono y energ´ıa, se han reportado estudios donde se utiliza como
limitante a la fuente de nitro´geno u otro compuesto (por ejemplo fosfato) ya
sea para estudios fisiolo´gicos o porque se obtienen mejoras en la produccio´n
espec´ıfica de un metabolito [81].
2.3.2. Leyes exponenciales para regulacio´n del creci-
miento
La ley de alimentacio´n con perfil exponencial es apropiada para regular
el crecimiento a tasa constante. Esto se debe a que se necesita alimenta-
cio´n proporcional a la cantidad de biomasa la cual, con tasa de crecimiento
constante, evoluciona en forma exponencial. En esta seccio´n se describe con
mayor detalle este tipo de flujos de alimentacio´n, desde la ley precalculada
de lazo abierto a aquellas que consideran realimentar la biomasa e incluso
inyectar el error en la tasa de crecimiento.
Alimentacio´n exponencial de lazo abierto
Esta estrategia de alimentacio´n no utiliza ninguna variable medida para
la manipulacio´n del flujo de alimentacio´n de nutrientes. En lugar de ello,
el controlador manipula la entrada so´lo por referencia a las ecuaciones del
modelo, es decir se trata de una ley de alimentacio´n precalculada. El flujo
requerido se calcula a partir de las expresiones (2.20) y (2.29b)
.
pxvq  µxv, (2.42)
9s  

µ
yx{s
 ms


x  pSin  sq
Fin
v
, (2.43)
considerando que Fout  0. Luego, regular la tasa de crecimiento en µptq 
µr implica
a. crecimiento exponencial de la biomasa, esto es Xptq  xv  x0v0e
µrt.
b. nulidad de la derivada temporal, es decir 9µ 
Bµ
Bs
Bs
Bt
 0, con lo cual
se requiere 9s  0. En particular, la concentracio´n de sustrato limitante
debe alcanzar el valor sptq  sr tal que µpsrq  µr.
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De esta manera, resolviendo (2.42) con µ  µr y reemplazando 9s  0 en
(2.43) se obtiene
Fexpptq 
µr
yx{s
 ms
Sin  sr
x0v0e
µrt. (2.44)
En esta expresio´n se asume un crecimiento celular exponencial. Si el cre-
cimiento real resulta menor al valor asumido por el perfil predeterminado
puede ocurrir el feno´meno de sobrealimentacio´n de nutrientes. Por otro lado,
la expresio´n (2.44) es muy simple y por consiguiente extensamente aplicada,
incluso en cultivos de alta densidad celular [82, 83].
Alimentacio´n exponencial con correcio´n PI
La estrategia exponencial precalculada (2.44) no considera diversas fuen-
tes de incertidumbre que pueden causar que la regulacio´n no sea lo suficien-
temente precisa. Se han realizado aportes en los que se consideran te´rminos
adicionales con efecto proporcional e integral. En [77], el te´rmino correctivo
se agrega en forma aditiva a la expresio´n (2.44), es decir que el flujo total
aplicado es
F ptq  Fexpptq   kc

e 
1
Tc
»
e


, (2.45)
donde e es el error de regulacio´n de µ. Una desventaja de esta estrate-
gia es que, debido a la evolucio´n exponencial de la parte precalculada, los
para´metros del te´rmino de realimentacio´n deben ser reajustados cada cier-
ta cantidad de tiempo. Una variante en la que el te´rmino de correccio´n es
aplicado en el argumento de la parte exponencial
F ptq  Foexp

pµr   kpe  ki
»
eqt


, (2.46)
se presenta en [78]. Como ya se menciono´, a estas expresiones se las llama
leyes de alimentacio´n feedforward-feedback por la combinacio´n de un te´rmino
precalculado con uno realimentado.
Alimentacio´n proporcional a la biomasa
Otro tipo de leyes de alimentacio´n son aquellas que proveen medio de
cultivo en forma proporcional a la cantidad de biomasa actual. Esto tiene la
ventaja de requerir una accio´n de control menor cuando el crecimiento de la
biomasa no sigue el perfil deseado, ya que no hay un te´rmino precalculado
con variacio´n exponencial fija, y as´ı es factible evitar la sobrealimentacio´n
de sustrato. En caso de disponer de medicio´n de biomasa y volumen, pueden
aplicarse expresiones de la forma
F ptq  λxv, (2.47)
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donde λ es un coeficiente de proporcionalidad que puede ser constante, va-
riante en el tiempo e incluso contener un te´rmino correctivo para aumentar
la robustez respecto de los para´metros del modelo. Esta ley de alimenta-
cio´n aparece por primera vez en [84] en el crecimiento exponencial de E.
coli utilizando mediciones de volumen y de turbiedad en l´ınea. En [79] se
demostro´ la estabilidad del proceso semi-continuo alimentado con el flujo
(2.47) utilizando conceptos de estabilidad parcial [85] y tambie´n se extendie-
ron los resultados a casos donde existe formacio´n de producto no asociada
al crecimiento. Nuevamente, para obtener 9s  0 con µ  µr la ganancia que
corresponde en la expresio´n (2.47) es
λr 
µr
yx{s
 ms
Sin  sr
. (2.48)
Para tasas de crecimiento mono´tonas, esta ley de alimentacio´n provee con-
vergencia desde cualquier condicio´n inicial de sustrato. En caso de cine´ticas
tipo Haldane, puede ocurrir convergencia a valores de sustrato indeseados.
Una posible solucio´n a este problema consiste en acotar el valor de flujo
ma´ximo, de manera que el u´nico punto de equilibrio alcanzable sea el desea-
do. Si bien la estrategia (2.47)-(2.48) provee una alimentacio´n proporcional
a la biomasa, es una ley de lazo abierto respecto a µ. Luego, pueden incorpo-
rarse te´rminos de realimentacio´n con el objetivo de mejorar la performance
(velocidad de convergencia, robustez ante los para´metros, etc.). Una ley de
alimentacio´n basada en (2.47), con realimentacio´n en λ fue propuesta en
[86]
λpq  fpλrp1  keq, λ

q, (2.49)
donde fp, q es una funcio´n utilizada para acotar el valor de λ, k es una ga-
nancia de proporcionalidad y λ la cota requerida. Esta estrategia permite
tratar cine´ticas no mono´tonas como el modelo de Haldane, evitando la evo-
lucio´n de la concentracio´n de sustrato a la zona indeseada. Posteriormente,
se desarrollaron algoritmos con acciones proporcional e integral explotando
conceptos de invariancia, los cuales son capaces de eliminar errores de es-
tado estacionario en la regulacio´n de µ ante errores en los para´metros de
(2.48) [87].
En el Cap´ıtulo 5, se considera un problema que involucra las leyes de ali-
mentacio´n (2.44) y (2.47) cuando la regulacio´n se aplica a cultivos aero´bicos.
Tambie´n se realizan propuestas en el disen˜o de estrategias de alimentacio´n
para cultivos multi-sustrato, en particular se trata el problema de alimentar
dos fuentes de carbono. En [88] se presenta una extensio´n de la expre-
sio´n (2.47)-(2.48) para procesos multi-sustrato con cine´tica aditiva (seccio´n
2.1.6). En el Cap´ıtulo 6, ese resultado se extiende en dos direcciones: i)
agregando un te´rmino de realimentacio´n proporcional no-lineal y de esta
forma mejorando la convergencia y robustez y ii) considerando el caso en
el que la cine´tica es aditiva pero que adema´s existe un efecto de inhibicio´n
competitiva entre los sustratos.
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Si bien las leyes de alimentacio´n exponenciales con un te´rmino de co-
rrecio´n proveen un mejor desempen˜o en cuanto al objetivo de regulacio´n,
su implementacio´n requiere conocer la tasa de crecimiento, la cual es una
variable no medible que debe ser estimada a partir de las mediciones dis-
ponibles. La siguiente seccio´n describe brevemente el estado del arte en la
estimacio´n de tasas de formacio´n y consumo de sustancias, entre ellas la
tasa de crecimiento. Se presta especial atencio´n a los algoritmos por modo
deslizante por ser una te´cnica atractiva para el disen˜o de algoritmos con
interesantes propiedades de robustez.
2.4. Observacio´n y Estimacio´n de variables
La estimacio´n en l´ınea de variables es una cuestio´n relevante para el con-
trol y monitoreo de procesos biotecnolo´gicos. Ba´sicamente, las variables de
intere´s son de dos tipos: concentraciones de sustancias (biomasa, sustratos,
metabolitos, etc.) o tasas de reaccio´n (formacio´n o consumo de sustancias)
[89]. En funcio´n de las salidas disponibles se pueden disen˜ar observadores
capaces de obtener una estimacio´n de aquellas variables no medibles, donde
la robustez a incertidumbres t´ıpicas en el modelo del proceso es una carac-
ter´ıstica deseada. En particular, las tasas de reaccio´n, ya sean de formacio´n
o consumo de las diferentes sustancias (qs, qp, etc.), brindan informacio´n
valiosa acerca de lo que esta´ sucediendo en el medio de cultivo. El conoci-
miento de todas estas sen˜ales tiene dos aplicaciones relevantes. En primer
lugar, las velocidades de reaccio´n pueden ser utilizadas en lazos cerrados de
control para mejorar la productividad y reproducibilidad del proceso. En
segundo lugar, la disponibilidad de informacio´n en l´ınea es muy u´til para el
control de calidad, seguimiento del proceso y deteccio´n de problemas [90].
De todas ellas, la tasa de crecimiento microbiana es de las ma´s importantes
ya que, como se describio´ en la seccio´n 2.2, no so´lo se relaciona con el creci-
miento de la biomasa y el consumo de los sustratos sino que tambie´n tiene
influencia en la formacio´n de productos y en la calidad de los metabolitos
producidos.
Desafortunadamente, las tasas (espec´ıficas) de reaccio´n no esta´n dispo-
nibles fa´cilmente, ya que son funciones no lineales sujetas a incertidumbre
y que dependen no so´lo de los estados (concentraciones de sustancias) sino
tambie´n de las condiciones de operacio´n (temperatura, pH, etc.) En este
contexto, el uso de observadores (tambie´n llamados sensores de software
cuando se integran junto con los sensores de hardware [91]) para obtener
una estimacio´n en l´ınea de las tasas espec´ıficas evita el problema de la iden-
tificacio´n del modelo, al tiempo que agrega mayor cantidad de informacio´n
para los esquemas de control de lazo cerrado y para realizar estudios de los
cultivos [66].
Debido a la importancia de la tasa de crecimiento como variable indica-
dora de la actividad microbiana, su estimacio´n ha sido investigada extensi-
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vamente. Uno de los primeros aportes fue la propuesta de Bastin [92], donde
se presentaron observadores que no dependen del modelo anal´ıtico de µ y
son de esta manera robustos respecto a una fuente de incertidumbre t´ıpica
del modelo. Se tiene as´ı una familia de observadores asinto´ticos con cierta
robustez que pueden ser aplicados para estimar otras tasas de reaccio´n [34].
Para la estimacio´n se requiere la medicio´n de al menos tantas variables de
estado como el nu´mero de tasas de reaccio´n y por lo general la velocidad de
convergencia del observador no se puede asignar (esto u´ltimo resulta depen-
diente de la tasa de dilucio´n). Por ejemplo, en [93] se presento´ la estimacio´n
de mu´ltiples tasas de reaccio´n aplicada a un proceso de produccio´n de le-
vadura de panader´ıa, donde se estima la tasa de crecimiento en cada una
de las v´ıas metabo´licas utilizando un observador asinto´tico de la concentra-
cio´n de biomasa. Los algoritmos basados en el filtro de Kalman extendido
[94] pueden considerar cierta incertidumbre en los para´metros del modelo
y cierto nivel de ruido en la medicio´n. Sin embargo, su aplicacio´n depende
fuertemente de la versio´n linealizada del modelo. Otra familia de observa-
dores, los denominados de alta ganancia [95, 66, 96], pueden ser aplicados
en las estimacio´n de mu´ltiples tasas. Un problema de estos observadores, y
de otros algoritmos continuos, es que no pueden determinar si no hay error
en la estimacio´n. Si bien ese efecto puede reducirse aumentando las ganan-
cias, se aumenta tambie´n la sensibilidad al ruido de medicio´n. Dentro de
los observadores que incluyen te´rminos discontinuos se destacan los basados
en modo deslizante [97, 98, 99, 100, 101], los cuales sera´n descriptos en la
pro´xima seccio´n. Otro enfoque de estimacio´n de tasa de crecimiento, que
no se basa en el modelo del proceso pero requiere conjuntos de datos de
entrenamiento, se basa en redes neuronales artificiales [102].
2.4.1. Observadores por modo deslizante
Entre los diferentes enfoques para el disen˜o de observadores, tanto de
concentraciones como de tasas de reaccio´n, los algoritmos basados en modo
deslizante (MD) presentan caracter´ısticas distintivas. En estos algoritmos
se utiliza una accio´n discontinua para lograr que las trayectorias del estado
alcancen la denominada superficie deslizante y se “deslicen” sobre ella a
partir de un determinado instante de tiempo. Esa superficie se define como
funcio´n de las variables y para´metros accesibles, de manera que el error de
estimacio´n converge a cero con una dina´mica deseada llamada dina´mica de
deslizamiento. En los algoritmos de MD de primer orden, la primera deriva-
da temporal de la funcio´n de deslizamiento es discontinua, lo que conduce
al feno´meno de chattering en alguna de las estimaciones. Este efecto puede
degradar el rendimiento del observador [103]. En los algoritmos de MD de
segundo orden, la sen˜al discontinua aparece en la segunda derivada con res-
pecto al tiempo de la funcio´n de deslizamiento, brindando as´ı estimaciones
ma´s suaves mientras que preservan las propiedades de convergencia.
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En forma general se construye una funcio´n de los estados Spxq y la
superficie deslizante se define como
Spxq  0, (2.50)
donde x P Rn es el estado del sistema. Para el disen˜o de observadores,
Spxq suele definirse como combinacio´n lineal de los estados, es decir que
las superficies de conmutacio´n suelen ser hiper-planos dentro del espacio de
estados.
El objetivo de aplicar la accio´n discontinua es alcanzar en tiempo fini-
to la superficie definida en (2.50) y mantener las trayectorias del sistema
evolucionando sobre la misma. Luego, en funcio´n de co´mo se relacionen las
variables a estimar con la evolucio´n del sistema restringido a (2.50) podra´n
obtenerse estimaciones de las variables de intere´s con diferentes caracter´ısti-
cas. En todos los casos se obtienen observadores con dina´mica reducida, lo
cual es una caracter´ıstica deseada. En general, la dina´mica del error de
estimacio´n puede exhibir diferentes tipos de convergencia, por ejemplo con-
vergencia asinto´tica, o de tiempo finito. En el u´ltimo caso, el observador
no agrega dina´mica y las estimaciones son exactas (al margen del ruido de
medicio´n). Esto presenta una gran ventaja sobre otras estrategias como los
observadores de alta ganancia, los cuales no pueden estimar en forma exacta
las tasas de reaccio´n.
A continuacio´n se describen algoritmos de primer y segundo orden con
el objetivo de ilustrar la aplicacio´n de estos observadores a la estimacio´n de
variables. Para esto se considera el siguiente problema: dada una sen˜al xptq,
estimar su derivada
9xptq  rptq. (2.51)
Este problema se resume en la construccio´n de un algoritmo capaz de esti-
mar la derivada temporal de la sen˜al xptq, es decir un algoritmo derivador.
Para este problema, una hipo´tesis razonable es requerir que la sen˜al rptq
o sus derivadas temporales sean acotadas. Este tipo de hipo´tesis no impo-
ne una fuerte restriccio´n para el desarrollo de observadores aplicados en
procesos biotecnolo´gicos ya que, teniendo en cuenta restricciones fisicas, las
variables de intere´s pueden ser acotadas. En general, sea pxptq la variable del
observador que estima a xptq, el error de estimacio´n puede definirse como
rxptq
△
 xptq  pxptq. (2.52)
Luego, para el disen˜o de los derivadores puede definirse la funcio´n de con-
mutacio´n Spxq  rx.
Derivadores de primer y segundo orden
Suponie´ndose que la sen˜al rptq es acotada y que se conoce una cota r tal
que |rptq|   r, un algoritmo derivador por MD de primer orden esta´ des-
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cripto por las expresiones
9
pxptq  prptq, (2.53a)
prptq  a signprxq   brx, (2.53b)
donde los para´metros a, b se eligen tal que a ¡ r y b ¡ 0 [103]. No´tese
que el algoritmo (2.53) consiste de una copia del sistema (ec. (2.51)) y que
pr posee un te´rmino de correccio´n discontinuo dado por la funcio´n signo
signpq. El objetivo de la discontinuidad es aportar el signo correcto a la
derivada de px. Este algoritmo converge en tiempo finito, es decir que existe
un TSM   8 tal que, a partir de una condicio´n inicial pxp0q  xp0q, se alcanza
rxptq  0 en t  TSM . Luego si la accio´n de control aplicada es adecuada, el
sistema evoluciona sobre esa superficie para todo tiempo futuro. Una cota
conservativa para el tiempo de convergencia del algoritmo (2.53) esta´ dada
por
TSM  
1
b
log

1 
b|rxp0q|
a r


. (2.54)
Entre las ventajas de este algoritmo puede destacarse que
a) la convergencia de pr ocurre en tiempo finito con lo que se obtiene dife-
renciacio´n exacta de la sen˜al xptq.
b) se tiene robustez respecto de rptq, ya que so´lo se requiere conocer una
cota superior.
Por otro lado, la estimacio´n obtenida es una funcio´n discontinua. De hecho,
la sen˜al prptq puede interpretarse como la suma de dos sen˜ales: una sen˜al
continua de baja frecuencia que equivale a rptq y otra de conmutacio´n a
alta frecuencia (idealmente frecuencia infinita). Una forma de obtener una
estimacio´n continua (pero no exacta) consiste en aplicar un filtro a prptq.
Luego, la sen˜al filtrada es una estimacio´n continua de rptq.
Una mejora respecto del algoritmo anterior se logra con algoritmos de
modo deslizante de segundo orden. Nuevamente se considera la expresio´n
(2.51) y el problema de estimar rptq a partir de la medicio´n de xptq. El
siguiente algoritmo, presentado por A. Levant en [104], permite resolver
el problema para sen˜ales que satisfagan | 9rptq| ¤ L, con L una constante
conocida:
9
pxptq  pr   a1|rx|
1
2 signprxq, (2.55a)
9
prptq  a2 signprxq. (2.55b)
Este algoritmo converge a xpx  rpr  0 en tiempo finito para para´metros
adecuados a1, a2. Inicialmente, la demostracio´n de convergencia se realizaba
analizando las trayectorias obtenidas para el peor caso en el plano prx, 9rxq.
En los u´ltimos an˜os se lograron demostraciones de convergencia utilizando
funciones de Lyapunov [99, 105, 106], lo cual le dio´ ma´s versatilidad y la
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Figura 2.9: Resultados obtenidos con el algoritmo (2.53): sen˜ales a estimar
(l´ınea negra), sen˜ales del observador (l´ınea roja). En el gra´fico superior
derecho se observa la sen˜al discontinua (2.53b) y debajo la sen˜al filtrada.
posibilidad de realizar extensiones para rechazar diferentes tipos de pertur-
baciones. En el Cap´ıtulo 3 se utilizara´n estos me´todos para seleccionar las
ganancias de un observador basado en la medicio´n de producto. Las princi-
pales ventajas del algoritmo de segundo orden incluyen estimacio´n continua
de la sen˜al de intere´s y robustez, dado que so´lo se requiere conocer la cota
superior de la segunda derivada de la sen˜al a diferenciar. Adema´s, la esti-
macio´n obtenida de rptq es la mejor que se puede obtener ante niveles de
ruido acotados y bajo discretizacio´n del algoritmo cuando so´lo se dispone
de L [104].
Ejemplo nume´rico Las Figuras 2.9 y 2.10 presentan los resultados ob-
tenidos al aplicar los observadores (2.53) y (2.55) para estimar la derivada
de la sen˜al xptq  sinptq. Dado que el objetivo de este ejemplo es ilustrar
el concepto de ambos observadores, los para´metros de los algoritmos se se-
leccionaron de manera de tener tiempos de convergencia similares. En la
parte izquierda de las figuras puede apreciarse la distancia a la superficie
de modo deslizante rx  0 y la comparacio´n entre la sen˜al de entrada y la
variable correspondiente en el derivador. Puede apreciarse que se alcanza
convergencia en TSM  0,4 seg. En la parte derecha de la Figura 2.9 se ob-
serva la sen˜al discontinua generada por el algoritmo de primer orden, y una
aproximacio´n continua de rptq obtenida mediante filtrado. Por otro lado, el
observador de segundo provee una estimacio´n continua, tal como se aprecia
en la parte derecha de la Figura 2.10.
Estos derivadores son la idea ba´sica sobre la cual se basan los observa-
dores desarrollados para diversas aplicaciones, entre las que se encuentra la
estimacio´n de tasas de reaccio´n en procesos biotecnolo´gicos.
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Figura 2.10: Resultados obtenidos con el algoritmo (2.55): sen˜ales a estimar
(l´ınea negra), sen˜ales del observador (l´ınea roja). A la derecha se observa la
sen˜al continua definida en (2.55b).
2.4.2. Observadores por modo deslizante aplicados en
bioprocesos
En el problema de intere´s, las sen˜ales desconocidas aparecen en la deri-
vada temporal de los estados. En [97] se presentaron observadores por modo
deslizante de primer orden para estimar la tasa de crecimiento espec´ıfica y
la concentracio´n de sustrato, a partir de la medicio´n de la biomasa. Si bien
la estimacio´n exacta de µ era una sen˜al discontinua de alta frecuencia, esta
sen˜al fue u´til para construir un observador de sustrato. Las estimaciones
resultantes fueron robustas bajo incertidumbres t´ıpicas del modelo con una
dina´mica de convergencia de primer orden. En [98], se utilizaron mediciones
de sustrato para estimar la tasa de consumo del mismo. La dina´mica del
error resulto´ exponencialmente estable, mientras que ciertas incertidumbres
del modelo y perturbaciones son rechazadas. En [107], se utilizo´ un algorit-
mo de primer orden para estimar biomasa a partir de la medicio´n de sustrato
en un proceso de tratamiento de residuos. Tambie´n se han presentado im-
plementaciones de observadores por MD en tiempo discreto [108]. Dentro de
los algoritmos de segundo orden, en [100] se presento´ una estimacio´n de µ
con convergencia en tiempo finito a partir de la medicio´n de biomasa. Ma´s
precisamente, la propuesta es una versio´n modificada del algoritmo (2.55),
donde se incorpora la funcio´n multiplicativa dada por la concentracio´n de
biomasa en la estructura del observador. Luego, en [109], se desarrollaron
nuevos algoritmos de segundo orden, con una demostracio´n de estabilidad
diferente, los cuales fueron aplicados en cultivos por lotes, semi-continuo y
continuo. Otras generalizaciones al algoritmo (2.55) pueden encontrarse en
[99, 106], donde las modificaciones apuntan a rechazar diferentes tipos de
perturbaciones. Recientemente, se han propuesto estrategias que admiten,
entre varias generalizaciones, ganancias y cotas de las perturbaciones ambas
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variantes en el tiempo, lo que permite una mayor robustez del observador
[101]. En otros casos, es de utilidad estimar una combinacio´n de las tasas de
reaccio´n. En [110], se presenta la utilizacio´n de un banco de observadores por
MD de segundo orden para estimar la diferencia de dos tasas de reaccio´n.
Esa estimacio´n es u´til en la implementacio´n de estrategias de seguimiento
de un punto o´ptimo de crecimiento en un cultivo de E. coli.
Los aportes de esta Tesis en la estimacio´n de variables para monitoreo y
control se centran en dos partes. En el Cap´ıtulo 3 se obtienen estimaciones
de la concentracio´n de biomasa y µ en un proceso con cine´tica dada por la
expresio´n (2.35), a partir de la medicio´n de la concentracio´n de producto. La
dina´mica reducida del observador logra que el error de estimacio´n presente
convergencia exponencial de primer orden. En el Cap´ıtulo 4 se presenta
un algoritmo capaz de estimar mu´ltiples tasas de formacio´n / consumo de
sustancias con convergencia en tiempo finito, donde la mayor dificultad la
introducen las funciones variantes en el tiempo que multiplican a las tasas
de reaccio´n a estimar.
2.5. Resumen del cap´ıtulo
En la descripcio´n macrosco´pica de los procesos biotecnolo´gicos, la bio-
rreaccio´n que representa el crecimiento celular y la formacio´n de subpro-
ductos se modeliza como una sola reaccio´n. A partir de los balances corres-
pondientes de masa y energ´ıa pueden encontrarse los rendimientos Ya{b y las
tasas volume´tricas de consumo y produccio´n de cada sustancia. Esto a su
vez permite definir las correspondientes tasas espec´ıficas. Una vez definidas
las tasas de reaccio´n es posible realizar un balance de masas para describir
la evolucio´n de las principales variables como son la concentracio´n de bio-
masa, sustratos, productos, ox´ıgeno, entre otras. El modelo hallado puede
aplicarse a los tres modos ba´sicos de operacio´n de un biorreactor agitado
para encontrar el modelo no lineal que describe la dina´mica del proceso.
Los productos se generan como respuesta del microorganismo al medio al
que se encuentra sometido. La tasa espec´ıfica de formacio´n de productos
puede exhibir tres modelos matema´ticos siendo el ma´s general el modelo de
Luedeking y Piret. El balance de masas realizado en cultivos con un sus-
trato limitante puede extenderse a cultivos multi-sustrato, donde la mayor
complejidad se produce por la interaccio´n que ejercen los sustratos a trave´s
de la tasa de crecimiento.
Dentro de los para´metros que definen el estado metabo´lico del micro-
organismo, la tasa de crecimiento es uno de los ma´s importantes. En los
cultivos semi-continuos, puede lograrse regulacio´n del crecimiento a una ta-
sa constante mediante el disen˜o de la ley de alimentacio´n. Con el objetivo
de alcanzar la tasa de crecimiento deseada se tienen diferentes versiones de
la estrategia de alimentacio´n exponencial: desde la ley precalculada hasta
propuestas ma´s robustas que realimentan el error de regulacio´n, incluyen-
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do te´rminos proporcionales e integrales. Desde el punto de vista pra´ctico,
la implementacio´n de estas u´ltimas requiere estimaciones de µ, las cuales
deben obtenerse a partir de las mediciones disponibles. Para esto, se dis-
pone de diferentes estrategias de estimacio´n de variables, entre las que se
destacan los observadores continuos como los asinto´ticos y de alta ganancia,
y observadores con te´rminos discontinuos como los de modo deslizante. En
la u´ltima seccio´n se puso especial atencio´n a estos u´ltimos algoritmos, los
cuales encuentran aplicacio´n en los procesos biotecnolo´gicos debido a las
interesantes caracter´ısticas de robustez y convergencia que se pueden al-
canzar. Prueba de ello es la gran variedad de contribuciones publicadas, en
las que se trata de obtener estimaciones cada vez ma´s robustas a diferentes
incertidumbres y perturbaciones del proceso.
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Cap´ıtulo 3
Estimacio´n de tasa de
crecimiento basada en
medicio´n de producto
En el cap´ıtulo anterior fueron descriptos modelos en los cuales la for-
macio´n de productos puede resultar asociada al crecimiento microbiano, no
asociada al crecimiento o, en un caso ma´s general, resultar una combinacio´n
de ambos tipos. Si bien muchos productos son acumulados intracelularmen-
te, otros son excretados al medio de cultivo. En este cap´ıtulo se presenta
la estimacio´n de variables a partir de la sola medicio´n del producto gene-
rado. La hipo´tesis de trabajo es que el proceso obedece a una cine´tica tipo
Luedeking-Piret, es decir que la tasa de formacio´n del metabolito se rela-
ciona no so´lo con la concentracio´n de biomasa sino tambie´n con su tasa de
crecimiento. En particular, se presentan observadores de la concentracio´n
de biomasa y de la tasa de crecimiento microbiana basados en medicio´n del
producto. Como aplicacio´n de los resultados se presenta un proceso de pro-
duccio´n de hidro´geno biolo´gico (biohidro´geno) el cual tiene creciente intere´s
por representar una fuente alternativa de produccio´n de este combustible.
3.1. Descripcio´n del proceso
A partir del ana´lisis realizado en la seccio´n 2.1, un proceso por lote con
cine´tica de formacio´n de producto dada por el modelo de Luedeking-Piret
(ec. (2.35)) puede describirse por las siguientes expresiones
9x  rx  µpsqx, (3.1)
9s  
1
yx{s
µpsqx, (3.2)
9p  αµpsqx  βx. (3.3)
No´tese que en caso de un cultivo semi-continuo, deben considerarse los
te´rminos de dilucio´n correspondientes. La ley de formacio´n de producto
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asociada tanto al crecimiento como a la concentracio´n de biomasa es muy
u´til para describir la formacio´n de diferentes metabolitos y ha sido exten-
samente aplicada en el modelizado de diferentes procesos.
3.2. Estimacio´n de biomasa y tasa de creci-
miento
Se definen pp, px, pµq a las estimaciones de pp, x, µq, respectivamente, y
como
rp  p p, (3.4)
rx  x px, (3.5)
rµ  µ pµ, (3.6)
a los respectivos errores de estimacio´n. Dado que so´lo se mide pptq, la u´nica
sen˜al de error disponible para la construccio´n del observador es rp. Por esta
razo´n se considera
Spq  rp (3.7)
como funcio´n de conmutacio´n. No´tese adema´s que si se obtiene rpptq  0,
entonces pptq copiara´ la evolucio´n temporal de la variable pptq. A continua-
cio´n se presenta el disen˜o de observadores por modo deslizante que utilizan
la expresio´n (3.7) para obtener estimaciones de x y µ.
3.2.1. Algoritmo por Modo Deslizante de primer or-
den
Dado el sistema descripto por las expresiones (3.1)-(3.3), se propone el
siguiente algoritmo por modo deslizante de primer orden:
9
px  pµpx, (3.8a)
9
p αpµpx  βpx, (3.8b)
pµ 
M
px
signprpq, (3.8c)
con condiciones iniciales pxp0q  px0 ¡ 0, pp0q  pp0q. No´tese que las ex-
presiones (3.8a)-(3.8b) son una copia de las expresiones del modelo (3.1) y
(3.3), respectivamente, mientras que el te´rmino discontinuo se propone en
la estimacio´n de rx.
Ana´lisis Tomando la derivada temporal de rp se obtiene la siguiente ex-
presio´n
9
rp  αµx  βrx αMsignprpq. (3.9)
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La denominada condicio´n de alcanzabilidad (reachability condition) [111]
es:
rp 9rp   0. (3.10)
En este caso resulta
rp 9rp  rp pαµx  βrxq  αM |rp|
 α|rp|

µx 
β
α
rx


signprpq M

,
(3.11)
donde se utilizo´ la identidad
rp  |rp|signprpq. (3.12)
Luego puede verse fa´cilmente que la condicio´n (3.10) se cumple si




µx 
β
α
rx




 M. (3.13)
La expresio´n del lado izquierdo puede acotarse utilizando la desigualdad
triangular




µx 
β
α
rx




¤ |µx|  
β
α
|rx|   rx  
β
α
|rx| (3.14)
donde rx y |rx| son cotas para la derivada de la concentracio´n de biomasa y
para el error de estimacio´n, respectivamente. Luego si se satisface
M ¡ rx  
β
α
|rx|, (3.15)
se cumple la condicio´n (3.10). Cuando (3.10) es va´lida en el entorno de la
superficie de conmutacio´n, se garantiza la existencia de modo deslizante. Sin
embargo, no es suficiente para probar la convergencia a la superficie en tiem-
po finito desde una condicio´n inicial alejada. De hecho, la expresio´n (3.10)
implica que la derivada temporal de la funcio´n definida positiva V prpq  rp2{2
es negativa lo que prueba la convergencia asinto´tica a la superficie de modo
deslizante.
La denominada condicio´n de alcanzabilidad η (η-reachability condition)
[111] es
rp 9rp   η|rp|, (3.16)
con η ¡ 0 una constante de disen˜o. Utilizando nuevamente la identidad
(3.12), la expresio´n anterior puede escribirse en la forma
9
rp   η si rp ¡ 0, (3.17a)
9
rp ¡ η si rp   0. (3.17b)
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Luego, por integracio´n de la expresio´n anterior se tiene que el tiempo re-
querido para alcanzar la superficie desde una condicio´n inicial de mo´dulo
|rpp0q| resulta acotado por
TSM  
|rpp0q|
η
. (3.18)
A partir de (3.16) y las cotas definidas previamente se tiene
rp 9rp  η|rp|   α|rp|

rx  
β
α
rx 
η
α
M

. (3.19)
Nuevamente, utilizando cotas razonables en rx y en el error de estimacio´n de
biomasa puede obtenerse un valor de M . En particular, se satisface (3.16)
si
M ¡ rx  
β
α
rx 
η
α
. (3.20)
El ana´lisis realizado pone en evidencia que es posible obtener valores finitos
en el para´metro del observador tal que se cumpla una condicio´n de conver-
gencia en tiempo finito. Al igual que en el ana´lisis realizado para el derivador
de primer orden (2.53), se requiere una cota sobre la tasa de cambio de la
variable a estimar (en este caso la concentracio´n de biomasa) y una cota
sobre el error de estimacio´n. Este tipo de hipo´tesis sobre la sen˜al a estimar
o alguna de sus derivadas es comu´n en el disen˜o de observadores. Una cota
para el crecimiento de la biomasa al inicio del proceso puede obtenerse a
partir de informacio´n previa, o estimarse como rx  µmaxxm con xm un
valor de biomasa superior al esperado para las primeras horas de cultivo.
Una vez alcanzada la superficie, se establece un re´gimen deslizante donde
se cumple la denominada condicio´n de invariancia [103]
rp  0, (3.21a)
9
rp  0. (3.21b)
Por otro lado, a partir de las expresiones (3.1), (3.3), (3.8a) y (3.8b), se
obtiene que la dina´mica del error esta´ descripta por
9
rp  α 9rx  βrx, (3.22)
9
rx  µrx  pµMsignprpqq px. (3.23)
Las expresiones anteriores combinadas con (3.21) implican que
pptq  pptq, (3.24)
α 9rx  βrx  0. (3.25)
Es decir que la variable del observador copia la dina´mica de la variable me-
dida (concentracio´n de producto) y de (3.25) se tiene la siguiente dina´mica
reducida
9
rx  
β
α
rx. (3.26)
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Esto significa que la dina´mica del error de estimacio´n de biomasa converge
a cero con una constante de tiempo τ  α{β. A partir de la condicio´n
de invariancia (3.21), puede interpretarse que la sen˜al discontinua pµptq se
comporta como una sen˜al ficticia continua µeqptq la cual logra que el sistema
evolucione sobre rp  0. Esa sen˜al ficticia µeqptq puede obtenerse combinando
(3.23) y (3.26):
µeqptq 

µptq  
β
α


rx
px
  µptq. (3.27)
Luego, a medida que rxÑ 0, de la expresio´n anterior se tiene que µeqptq Ñ
µptq. Dado que pµptq es discontinua, una estimacio´n continua (pero no exacta)
pµeqptq de µeqptq puede obtenerse mediante un filtro pasabajos.
Con el objetivo de mejorar la estimacio´n de µ, la pro´xima seccio´n pre-
senta un observador por modo deslizante de segundo orden, el cual tiene
algunas caracter´ısticas superiores respecto al algoritmo de primer orden.
3.2.2. Algoritmo por Modo Deslizante de segundo or-
den
Dado el sistema descripto en (3.1)-(3.3), se propone el siguiente algorit-
mo por modo deslizante de segundo orden:
9
px  prx, (3.28a)
9
p α pprx   u2q   βpx, (3.28b)
9
prx M1sign prpq , (3.28c)
u2 M2|rp|
1{2sign prpq , (3.28d)
pµ 
prx
px
, (3.28e)
con condiciones iniciales pxp0q ¡ 0 y pp0q  pp0q. Nuevamente, la expresio´n
(3.28b) es una copia del modelo (3.3) donde se trata de utilizar la informa-
cio´n de la dina´mica de p. Esta expresio´n contiene te´rminos de correccio´n
en u2 y tambie´n en la derivada de prx. A diferencia del observador de pri-
mer orden, la tasa volume´trica de formacio´n de biomasa (rx) se estima con
el estado continuo prx. Luego la estimacio´n de pµ resulta ser una funcio´n
continua.
Ana´lisis Con el objetivo de analizar las propiedades del algoritmo (3.28),
se toma la derivada temporal de las expresiones (3.4), (3.5) y (3.6). La
dina´mica del error queda descripta por:
9
rp  αrrx   βrx αM2|rp|
1{2signprpq, (3.29)
9
rx  rrx, (3.30)
9
rrx  dprxq{dtM1sign prpq , (3.31)
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con rrx
△
 rx  prx.
Para analizar la convergencia en tiempo finito de la variable rp, un me´to-
do consiste en analizar el peor caso de las trayectorias en el plano prp, 9rpq
[104, 112]. Otro enfoque ma´s flexible, basado en funciones de Lyapunov,
consiste en considerar el sistema (3.29)-(3.31) como la dina´mica de error en
un algoritmo derivador de segundo orden sujeto a perturbaciones. Con el
cambio de variable e1  rp{α y e2  rrx se tiene la forma esta´ndar
9e1  ρ1ptq   e2  k2|e1|
1{2signpe1q, (3.32a)
9e2  ρ2ptq  k1sign pe1q , (3.32b)
con pk1, k2q  pM1, α
1{2M2q y donde las perturbaciones que afectan al sis-
tema son
ρ1ptq 
β
α
rx, (3.33a)
ρ2ptq 
d
dt
prxq. (3.33b)
Una funcio´n de Lyapunov cuadra´tica estricta para la expresio´n (3.32) fue
presentada por primera vez en [99]. A partir de ese desarrollo se introdu-
jeron generalizaciones del algoritmo para rechazar diferentes tipos de per-
turbaciones en la dina´mica de las variables e1 y e2. Para el caso en que las
perturbaciones tienen cotas absolutas de la forma |ρ1ptq|   ρ1 y |ρ2ptq|   ρ2,
pueden encontrarse para´metros k1 y k2 que garanticen la convergencia uni-
forme de trayectorias acotadas al entorno de e1  9e1  0 en tiempo finito.
Una condicio´n suficiente para este tipo de estabilidad fue presentada en
[113] (Teo. 4.3, pa´g. 123)). Sea P una matriz sime´trica definida positiva tal
que V  ξTPξ es funcio´n de Lyapunov para el sistema (3.32) sin perturba-
ciones (donde ξT 
 
|e1|
1{2signpe1q e2

es el cambio de variable aplicado).
Una condicio´n suficiente para que las trayectorias converjan al entorno del
origen, va´lida para un valor arbitrario ρ
1
¡ 0, es que ρ
2
sea lo suficientemen-
te pequen˜o. Ma´s precisamente las trayectorias convergen si ρ
2
 
λminpQq
4λmaxpP q
.
En este resultado P y Q son matrices sime´tricas definidas positivas que
satisfacen la ecuacio´n de Lyapunov
ATP   PA  Q, (3.34)
con A 

k2 1
k1 0

. Dado que A puede reescribirse como A  A0 KC
con A0 

0 1
0 0


, KT 

k2 k1

y C 

1 0

, la ecuacio´n (3.34) puede
expresarse como
AT
0
P   PA0 C
TKTP  PKC  Q  0. (3.35)
3.2. ESTIMACIO´N DE BIOMASA Y TASA DE CRECIMIENTO 49
La ventaja de la expresio´n (3.35) es que es lineal en las variables de decisio´n
P , PK. Luego el problema consiste en encontrar matrices sime´tricas defi-
nidas positivas P y Q y un vector de ganancias K sujeto a la restriccio´n
anterior. Este problema puede resolverse anal´ıticamente o pueden aplicarse
algoritmos nume´ricos muy eficientes que brindan la posibilidad de an˜adir
restricciones adicionales sobre las matrices a encontrar.
Una particularidad del sistema (3.32) es que si bien la perturbacio´n ρ1
no puede acotarse con |e1|, esta converge a cero al alcanzarse la superficie
de modo deslizante. Para ver esto no´tese que una vez alcanzada la superficie
rp  0, combinando (3.29) y (3.30) con la condicio´n de invariancia (3.21), se
tiene
0  α 9rx  βrx, (3.36)
y de este modo
9
rx  
β
α
rx. (3.37)
Luego, el error de estimacio´n en biomasa converge con dina´mica de primer
orden. Adema´s, rrx converge con la misma dina´mica.
3.2.3. Extensio´n al caso de proceso alimentado
En el caso de que el cultivo sea semi-continuo o continuo, el modelo del
proceso resulta
9x  µpsqxDx, (3.38)
9s  
1
yx{s
µpsqx DpSin  sq, (3.39)
9p  αµpsqx  βxDp, (3.40)
con D  Fin{v ¥ 0.
Bajo la hipo´tesis de que la entrada aplicada (dilucio´n) es conocida, el
observador (3.28) puede modificarse para incluir el te´rmino de dilucio´n
9
px  prx Dpx, (3.41a)
9
p α pprx   u2q   βpxDp, (3.41b)
9
prx M1sign prpq , (3.41c)
u2 M2|rp|
1{2sign prpq . (3.41d)
Analizando la dina´mica de las variables de error se encuentra que
9
rp  αrrx   βrx αM2|rp|
1{2signprpq, (3.42)
9
rx  rrx Drx, (3.43)
9
rrx  ρptq M1sign prpq . (3.44)
50 CAPI´TULO 3. ESTIMACIO´N DE TASA DE CRECIMIENTO ...
Dado que la dilucio´n es no negativa, en los casos semi-continuo y continuo
existe una mejora de la convergencia del error de estimacio´n en biomasa
(ve´ase expresio´n (3.30)). De hecho, combinando (3.42) y (3.43) con la res-
triccio´n de modo deslizante (3.21), la dina´mica del error en la estimacio´n
de biomasa resulta
9
rx  

β
α
 D


rx. (3.45)
3.2.4. Cotas de error ante incertidumbre en los para´me-
tros
Los resultados anteriores se obtuvieron para el caso nominal, es decir,
cuando los para´metros α y β son conocidos. En esta seccio´n se analiza el
efecto de errores constantes en estos para´metros, los cuales se definen de la
siguiente manera
αobs  a1α, (3.46a)
βobs  a2β, (3.46b)
donde αobs, βobs son los para´metros del observador y a1, a2 son coeficientes
que miden el desajuste. Para el observador de segundo orden, que provee
estimaciones continuas de µ, la dina´mica de rx resulta en
α 9rx  βrx  αp1 a1q 9px  βp1 a2qpx  0, (3.47)
de la cual resulta
9
rx  
β
α
a2rx 
β
α
pa2  1qx  pa1  1qprx. (3.48)
Claramente en el caso nominal (es decir cuando a1  a2  1), la expresio´n
(3.48) se reduce a la expresio´n (3.37). A partir de (3.48) y tal como se
esperaba, el error de estimacio´n en la biomasa ingresa en tiempo finito a
una bola centrada en el origen, la cual puede definirse como
rx P B

β
α
pa2  1qx  pa1  1qrx
β
α
a2

. (3.49)
En un cultivo por lote con ms  0, el valor x puede determinarse fa´cilmente
con la expresio´n de balance estequiome´trico
x  x0   yx{sS0, (3.50)
donde S0 es la concentracio´n de sustrato inicial. Esta u´ltima expresio´n pro-
viene del balance estequiome´trico ∆x  Yx{s∆s. El caso alimentado, donde
Dptq ¡ 0, puede tratarse de forma ana´loga considerando cotas sobre el valor
de dilucio´n.
En la siguiente seccio´n se evalu´a el observador propuesto en un proceso
por lote de fotofermentacio´n.
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3.3. Aplicacio´n en un proceso de produccio´n
de hidro´geno biolo´gico
3.3.1. Descripcio´n del proceso
La fotofermentacio´n del hidro´geno es un proceso de produccio´n llevado a
cabo por un tipo de bacterias fotosinte´ticas denominado bacterias pu´rpuras
no del azufre.1 En condiciones anaerobias estas bacterias son capaces de
utilizar a´cidos orga´nicos simples como donante de electrones. Entre esos
sustratos se encuentran productos de fermentacio´n comu´n tales como lactato
y acetato. Luego, si existe limitacio´n de nitro´geno en el medio, los electrones
disponibles pueden ser utilizados por la enzima nitrogenasa para generar
hidro´geno [114].
Una de las principales ventajas de la fotofermentacio´n es el alto rendi-
miento de conversio´n de los a´cidos orga´nicos y el hecho de que la conversio´n
del sustrato es completa. La utilizacio´n de la enzima nitrogenasa tiene la
ventaja de una menor inhibicio´n con el ox´ıgeno. Adema´s estas bacterias
tienen habilidad de fotofermentar con un amplio espectro de luz y, dado
que consumen a´cidos orga´nicos, brindan la posibilidad de utilizarlas para el
tratamiento de residuos.
Si bien la fotofermentacio´n es un me´todo de produccio´n muy prome-
tedor, estos procesos se ven afectados por muchos factores, entre ellos: la
concentracio´n y el tipo de sustrato, la relacio´n carbono-nitro´geno, inten-
sidad de la luz, las condiciones fisiolo´gicas, el pH, la temperatura [115].
Las variables ambientales pueden ser controlados para asegurar condiciones
de cultivo o´ptimas. Sin embargo, las variables bioqu´ımicas son mucho ma´s
dif´ıciles de controlar, ya que rara vez son accesibles en l´ınea.
Con el objetivo de hacer una contribucio´n hacia un proceso de pro-
duccio´n de biohidro´geno rentable, es esencial aplicar estrategias de control
avanzadas que puedan optimizar el proceso y mejorar las tasas de produc-
cio´n. Dado que las estrategias de lazo cerrado requieren informacio´n en
l´ınea, la implementacio´n de observadores para la estimacio´n de las variables
no accesibles resulta crucial. Las posibles aplicaciones de un observador de
biomasa y tasa de crecimiento para este proceso incluyen conocer el estado
de crecimiento de las bacterias (es decir, determinar si ocurre el crecimiento
exponencial o no) y monitorear el valor de biomasa alcanzado con el objetivo
de determinar en l´ınea el rendimiento del proceso. En [116], se presento´ un
observador asinto´tico basado en la medicio´n de bioga´s con aplicacio´n en un
digestor anaero´bico continuo. Las estimaciones se utilizaron para la imple-
mentacio´n de un controlador predictivo basado en modelo. Un estimador de
1La denominacio´n pu´rpura se debe al color pu´rpura, rojo o incluso anaranjado, que
poseen estas bacterias debido a los pigmentos que contienen. Esos pigmentos son los que
le permiten realizar fotos´ıntesis para obtener energ´ıa. Las bacterias denominadas “no del
azufre” no pueden utilizar este compuesto como donante de electrones.
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estados de horizonte mo´vil para un cultivo por lote de Rhodobacter capsu-
latus fue desarrollado en [117]. En ese trabajo se estiman concentraciones
de biomasa y sustrato a partir de la medicio´n de biohidro´geno pero no se
proporciona ninguna estimacio´n robusta de la tasa de crecimiento.
3.3.2. Modelo del proceso de fotofermentacio´n
El siguiente modelo representa el proceso de fotofermentacio´n por lotes
con la bacteria R. capsulatus, en condiciones anaero´bicas [118]. A partir del
balance de masas (descripto en la seccio´n 2.1.3), la variacio´n de biomasa,
sustrato e hidro´geno puede describirse con las expresiones
9x  µpsqx (3.51a)
9s  
1
yx{s
µpsqx, (3.51b)
9p  αµpsqx  βx, (3.51c)
µpsq  µmax
s
s  ks
(3.51d)
donde x es la concentracio´n de bacterias, s la concentracio´n de a´cidos orga´ni-
cos (g/L) y p el biohidro´geno producido (mL). yx{s es el rendimiento sustra-
to a biomasa y α, β los coeficientes del modelo de Luedeking-Piret (seccio´n
2.1.5). El hidro´geno se produce en presencia de luz y el efecto de la in-
tensidad de luz aplicada (Io) se considera en el te´rmino de formacio´n de
hidro´geno asociado al crecimiento
α 
1
yp
φpIoq, (3.52)
donde yp es el rendimiento correspondiente y φpq es una funcio´n determi-
nada experimentalmente [118].
El objetivo es obtener estimaciones de µptq y xptq utilizando u´nicamente
mediciones de biohidro´geno y sin asumir un modelo expl´ıcito para µpq. Si se
logra este objetivo, se eliminara´ una fuente de incertidumbre. El problema
a tratar se restringe con las siguientes suposiciones:
Suposicio´n 3.1 Se dispone de medicio´n del biohidro´geno producido.
Suposicio´n 3.2 Se conocen los para´metros α y β.
Para la medicio´n del producto se aprovecha el hecho de que el hidro´geno
gaseoso escapa de la fase l´ıquida y puede ser recuperado de la fase gaseo-
sa. Se han reportado dispositivos que permiten la medicio´n del hidro´geno
producido en procesos de fotofermentacio´n [117]. La suposicio´n 3.2 asume
la disponibilidad de los para´metros α y β para una dada intensidad de luz
Io. En la seccio´n 2.1.5 se comento´ brevemente que existe un procedimiento
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Tabla 3.1: Valores utilizados en (3.51a)-(3.51d) para fotofermentacio´n por
lotes de R. capsulatus [117].
Para´metro Valor
µmax 0,4 h
1
ks 10 g/L
yx{s 0,7 g/g
yp 1 g/L
α 5
β 16
0
5
10
0
5
10
15
0
2
4
6
8
10
12
s pg{Lq x pg{Lq
co
n
d
.
(3
.5
3)
Figura 3.1: Evaluacio´n de la condicio´n (3.53) para el proceso con cine´tica
Monod.
para determinar los coeficientes de la expresio´n (3.51c) basado en graficar
rp{x en funcio´n de µ. De todas maneras, como la incertidumbre en estos
para´metros es una fuente de error en la estimacio´n, se analizara´ la robustez
del observador a estas incertidumbres.
La Tabla 3.1 presenta los valores utilizados en el modelo (3.51a)-(3.51d),
los cuales fueron tomados de [117, 118].
Ana´lisis de observabilidad aplicado al proceso de fotofermentacio´n
La Figura 3.1 muestra la evaluacio´n de la siguiente condicio´n algebraica
 
α2µ2   2αβµ  β2

Bµ
Bs
  pαµ βq
αx
yx{s

Bµ
Bs

2
 pαµ  βq
αµx
yx{s
B
2µ
Bs2
 0.
(3.53)
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la cual fue obtenida evaluando el rango de la denominada codistribucio´n de
observabilidad [119]. Esta expresio´n fue determinada evaluando la indepen-
dencia lineal de los covectores formados por el diferencial de la concentracio´n
de producto y sus sucesivas derivadas temporales (ver detalles en el Ape´ndi-
ce A.2). En la Figura 3.1 se presenta la evaluacio´n nume´rica en la regio´n
r0, S0s  rxi, xf s, con S0  15 g/L, xi  0,1 g/L, xf  10 g/L y los para´me-
tros del proceso presentados en la Tabla 3.1. Puede apreciarse que para el
caso en estudio la expresio´n (3.53) no se anula en la regio´n considerada.
En particular, en la evolucio´n temporal t´ıpica de un cultivo por lotes la
condicio´n inicial es de una concentracio´n de biomasa pequen˜a con una con-
centracio´n grande de sustrato. El final del proceso ocurre cuando el sustrato
se agota y donde se espera obtener una concentracio´n de biomasa mayor. El
resultado obtenido en la Figura 3.1 permite concluir que es factible distin-
guir la biomasa y el sustrato a partir de la salida (biohidro´geno) y sus dos
primeras derivadas temporales. No´tese que estamos enfocados en observar
la biomasa y una funcio´n del sustrato (µ) en lugar de la concentracio´n de
sustrato en s´ı. La observabilidad local de µ es equivalente a la observabilidad
del sustrato dado que, por ser la tasa de crecimiento una funcio´n mono´tona,
existe una relacio´n algebraica uno a uno entre estas variables.
3.3.3. Disen˜o del observador de segundo orden
El observador de segundo orden fue configurado resolviendo la expresio´n
(3.35). Para la matriz Q 

2 0
0 2


, una solucio´n es P 

1,5 1
1 1,5


y
k1  2,6, k2  2,4. Con estas matrices P y Q se garantiza convergencia, en
el sentido de trayectorias acotadas que convergen a un entorno en tiempo
finito, ante perturbaciones que satisfagan |ρ2|  | 9rx|   0,2. Cabe destacar
que, de acuerdo a las curvas t´ıpicas de un cultivo por lote, se espera que rx
se incremente lentamente en las primeras horas del proceso.
Resultados
El desempen˜o del observador de segundo orden se evalu´a en tres esce-
narios. En primer lugar, el algoritmo se prueba con el modelo nominal es
decir, cuando se conocen los para´metros de la cine´tica de biohidro´geno. A
continuacio´n, se realiza una evaluacio´n ante ruido en la medicio´n. Final-
mente, el observador es evaluado ante errores de  10% en los coeficientes
de formacio´n de biohidro´geno asociado y no asociado al crecimiento.
Las condiciones iniciales tanto del cultivo por lote como las utilizadas en
el observador se presentan en la Tabla 3.2. La duracio´n de la fermentacio´n se
considero´ 25 horas. Cabe destacar que en el observador es razonable utilizar
la primer muestra adquirida como condicio´n inicial del estado p, es decir
p0  p0.
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Tabla 3.2: Condiciones iniciales utilizadas.
Proceso Observador
x0  0,13 g/L px0  1 g/L
s0  12,57 g/L prx0  0 h
1
p0  0 mL p0  p0 mL
Resultados obtenidos en condicio´n nominal La Figura 3.2 presenta
las estimaciones obtenidas y los estados propios del observador de segundo
orden. Puede apreciarse la ra´pida convergencia a la superficie de conmu-
tacio´n y que se establece el re´gimen deslizante en TSM  1,2 h. En este
observador se estiman rx y x con funciones continuas. En el gra´fico superior
se observa que, una vez alcanzada la superficie de conmutacio´n, el error en
la estimacio´n de biomasa evoluciona con la dina´mica impuesta por (3.37)
donde la constante de tiempo involucrada resulta τ  α{β  0,3 h. Cabe
destacar que este valor es mucho menor a la duracio´n de una fermentacio´n
t´ıpica. Tambie´n se aprecia la convergencia de la tasa de crecimiento, don-
de la reduccio´n del valor de µ hacia el final del cultivo puede atribuirse al
agotamiento del sustrato.
Resultados obtenidos con ruido en la medicio´n La Figura 3.3 pre-
senta los resultados ante ruido gaussiano aditivo y multiplicativo (0,1%)
con media nula y σ  2,5 mL en la sen˜al de biohidro´geno. Puede apreciarse
que en las estimaciones de xptq se obtuvo una respuesta aceptable mientras
que la estimacio´n de µ resulto´ ma´s afectada. No´tese que el efecto del ruido
sobre el estado prx resulto´ apro´ximadamente de la misma amplitud durante
todo el proceso. Luego, la gran variacio´n obtenida en pµ durante la primera
mitad de la fermentacio´n puede atribuirse a la baja concentracio´n de bioma-
sa que hubo durante las primeras horas. De hecho, el efecto del ruido sobre
pµ  prx{px se redujo sustancialmente con el aumento de la concentracio´n de
biomasa.
Desempen˜o ante incertidumbre en el modelo A partir del desarro-
llo presentado en la seccio´n 3.2.4, se consideran errores de  10% en los
coeficientes α y β.
En primer lugar se analiza el efecto de un error αobs  α  10% con
βobs  β. En este caso, las cotas de error en rx calculadas con la expresio´n
(3.49), para rx  1 g/L/h y β{α  16{5, resultan  0,03 g/L. La respuesta
temporal de las sen˜ales de error pueden verse en la Figura 3.4. Se aprecia
que los errores en ambas estimaciones son pequen˜os. De hecho, el error en
estimacio´n de biomasa resulto´ dentro de la cota calculada mientras que el
error en µ resulta, a los fines pra´cticos, despreciable (por debajo de 0,01
h1).
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Figura 3.2: Resultados obtenidos con el observador de segundo orden (3.28).
Arriba: biomasa (l´ınea negra), y biomasa estimada (l´ınea roja). Centro:
tasa de crecimiento µˆ (l´ınea negra) y sen˜al estimada µˆ (l´ınea roja). Abajo:
distancia a la superficie de conmutacio´n rp  0.
Ahora se considera el error en βobs  β  10% mientras que αobs  α.
Recue´rdese que el error en β afecta al te´rmino proporcional de la biomasa
en la tasa de formacio´n de producto (ec. (3.51c)). Por lo tanto, su influencia
aumenta con la concentracio´n de biomasa. Utilizando la expresio´n (3.49), los
l´ımites de error de concentracio´n de biomasa son r1; 0,81s g/L. Teniendo
en cuenta que la concentracio´n de biomasa final en la Figura 3.2 es de
aproximadamente 9 g/L, se tiene que el error obtenido al final del cultivo
es de aproximadamente 10%. Es decir, del mismo orden de error en β.
La Figura 3.5 muestra los errores de estimacio´n obtenidos en este caso. Se
aprecia que la estimacio´n de la biomasa permanece dentro de los l´ımites
calculados mientras que el error en la estimacio´n de µ es despreciable como
en el caso anterior.
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Figura 3.3: Resultados obtenidos con el observador de segundo orden (3.28)
ante ruido en la medicio´n de biohidro´geno: valores reales (l´ınea negra) y
valores estimados (l´ınea roja).
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Figura 3.4: Errores obtenidos en caso de incertidumbre en α:  10% (l´ınea
a trazos roja) y 10% (l´ınea azul).
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Figura 3.5: Errores obtenidos en caso de incertidumbre en β:  10% (l´ınea
a trazos roja) y 10% (l´ınea azul).
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3.4. Resumen del cap´ıtulo
En este cap´ıtulo se disen˜aron observadores para procesos con cine´tica de
formacio´n de producto tipo Luedeking-Piret. Se presentaron dos algoritmos
para estimacio´n de biomasa y su tasa de crecimiento basados en te´cnicas
de modo deslizante de primer y segundo orden. Las principales ventajas de
estos algoritmos incluyen robustez respecto del modelo de µ, y el hecho de
que exhiben dina´mica reducida en el error de estimacio´n. En particular, la
convergencia de la estimacio´n de biomasa presenta dina´mica de primer or-
den. Como ejemplo de aplicacio´n se presento´ la generacio´n de hidro´geno con
bacterias fotosinte´ticas a partir de a´cidos o´rganicos. Estos sustratos pueden
provenir de una etapa de fermentacio´n anterior lo que brinda la posibilidad
de realizar tratamiento de residuos. Si bien la dina´mica de convergencia en
modo deslizante resulta dependiente de para´metros del proceso, en el caso
de estudio la constante de tiempo resulto´ mucho menor respecto de la du-
racio´n de una fermentacio´n t´ıpica. La incertidumbre en las constantes del
modelo de Luedeking-Piret da lugar a errores acotados en la estimacio´n de
biomasa y a errores despreciables en la estimacio´n de µ.
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Cap´ıtulo 4
Estimacio´n de mu´ltiples tasas
de reaccio´n basada en medicio´n
de concentraciones de
sustancias
En este cap´ıtulo se pretende disen˜ar un observador de mu´ltiples tasas
espec´ıficas de reaccio´n utilizando te´cnicas de modo deslizante de segundo
orden. Desde el punto de vista de control de bioprocesos, el objetivo es el
mismo que en el cap´ıtulo anterior: an˜adir informacio´n sobre la actividad
de los microorganismos con el fin de aumentar las sen˜ales disponibles en
l´ınea para control de lazo cerrado y monitoreo del proceso productivo. Por
lo tanto, el observador propuesto aqu´ı se aplica para estimar un conjunto
de l tasas espec´ıficas tanto sean de produccio´n como de consumo sobre la
base de l mediciones en l´ınea de variables relacionadas.
Dado que el objetivo es estimar variables que se encuentran en la de-
rivada temporal de los estados (concentraciones), no so´lo se requiere un
algoritmo derivador robusto sino que se requiere un algoritmo capaz de tra-
tar con funciones variantes en el tiempo, las cuales aparecen multiplicando a
la sen˜al que se desea estimar. Por ejemplo, supongamos que se desea estimar
µ en un proceso por lotes a partir de la medicio´n de biomasa. En este caso
se requiere un derivador capaz de obtener µ de la expresio´n 9x  rx  µx.
Los algoritmos cla´sicos, como los derivadores descriptos en la seccio´n 2.4.1
y los observadores presentados en el cap´ıtulo anterior, no incorporan esas
funciones dentro de la estructura del algoritmo. De este modo, las cotas
requeridas sobre las funciones involucradas podr´ıan resultar elevadas y en
algunos casos dif´ıciles de acotar. Por estas razones es conveniente intentar
incorporar esas funciones que multiplican a la variable a estimar en la es-
tructura del observador. En un caso ma´s general, las tasas de formacio´n
y consumo de las diferentes sustancias aparecen multiplicadas por la bio-
masa y otras funciones que pueden ser concentraciones de especies en la
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dina´mica de las variables medidas. Obtener un algoritmo de estimacio´n que
incorpore esas funciones en su estructura requiere modificaciones, tanto en
la estructura del observador como en la proposicio´n de las condiciones de
estabilidad.
El problema de incorporar la concentracio´n de biomasa en la estructura
del observador ya ha sido tratado en trabajos donde se estima la tasa de
crecimiento (ver por ejemplo [109]). Sin embargo, en un caso ma´s general, la
biomasa y otras sustancias multiplican a las funciones a estimar. El objetivo
de este cap´ıtulo es incorporar esas variables en el disen˜o del observador, lo
cual requiere tambie´n su incorporacio´n en el ana´lisis de estabilidad. En
particular se considera el rango de variacio´n de esas sen˜ales para el disen˜o
del algoritmo de estimacio´n. La principal diferencia con otras propuestas de
tiempo continuo es que las estimaciones se obtienen en tiempo finito. As´ı,
a partir de un cierto instante de tiempo, el observador no an˜ade dina´mica
adicional. Adema´s, a diferencia de las propuestas por modo deslizante de
primer orden, las estimaciones resultantes son suaves. En consecuencia, no
se requerir´ıan elementos de filtrado adicionales en posibles lazos cerrados.
Tambie´n es de esperar robustez en las estimaciones dado que no se requiere
un modelo de las variables a estimar. De esta manera, el aporte principal de
este cap´ıtulo es el algoritmo por modo deslizante de segundo orden descripto
en la Proposicio´n 4.1, el cual posee propiedades de convergencia en tiempo
finito y robustez respecto del modelo de las tasas a estimar.
4.1. Descripcio´n del problema
De acuerdo a lo descripto en la expresio´n (2.41), el modelo general de un
cultivo en biorreactor agitado puede describirse con la siguiente expresio´n
general .
ξ Krpξ, tq Dptqξptq   F ptq Qpξq, (4.1)
donde ξptq P Rn
 
es el vector de estados, K es una matriz de coeficientes
de dimensio´n pn mq, rpq P Rm el vector de tasas de reaccio´n, Dptq P R
 
la dilucio´n, F ptq P Rn
 
contiene el flujo de entrada para cada estado y
Qpξq P Rn
 
el te´rmino que describe el intercambio con la fase gaseosa.
La expresio´n (4.1) describe la dina´mica de las sustancias (bio)qu´ımicas
en el cultivo, las cuales evolucionan conm tasas de reaccio´n rpξ, tq. Dado que
las reacciones so´lo pueden ocurrir en presencia de un conjunto de reactantes,
ripq es cero siempre que la concentracio´n de uno de los reactantes requeridos
sea cero. De este modo, las reacciones involucradas pueden ser factorizadas
de la forma ripξ, tq  αipξ, tq
±
jPJi
ξj donde αipq resulta en general una
funcio´n no lineal de los estados y Ji es el conjunto que indica los reactantes
requeridos para la reaccio´n i [34]. En forma matricial, esta factorizacio´n
resulta
rpξ, tq  Gpξ, tqαpξ, tq, (4.2)
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donde Gpξ, tq es una matriz diagonal dependiente de los estados de dimen-
sio´n pmmq.
Los αipq definidos en (4.2) se denominan tasas de reaccio´n espec´ıficas
por unidad de cada reactivo. Tambie´n pueden considerarse por unidad de
biomasa y en ese caso se obtiene la definicio´n (2.10). Estas funciones no
lineales y variantes en el tiempo proporcionan informacio´n importante sobre
el proceso (por ejemplo, tasa de crecimiento microbiana, tasa espec´ıfica
de consumo de ox´ıgeno, la tasa espec´ıfica de produccio´n de metabolitos),
pero el modelizado y la correspondiente identificacio´n de los para´metros
involucrados puede ser una tarea extremadamente dif´ıcil. Con el objetivo de
an˜adir informacio´n sobre el proceso (posiblemente para aplicarlo en control
de lazo cerrado), se presenta un observador para las tasas espec´ıficas de
reaccio´n. En particular, el objetivo es obtener un observador robusto de un
conjunto formado por l tasas espec´ıficas αlptq 

α1ptq, . . . , αlptq
T
. Para
esto se considera que se tienen disponibles l mediciones de ξptq, las cuales
son representadas en un vector z, es decir zptq 

ξ1ptq, . . . , ξlptq
T
. Sean
K l y Glpq las submatrices de K y Gpq correspondientes a la dina´mica de
z mientras que F l y Ql denotan los vectores correspondientes de F y Q
respectivamente.
Para el desarrollo del observador, se asumen las siguientes condiciones:
Suposicio´n 4.1 Las variables de estado son positivas y acotadas.
Suposicio´n 4.2 La matriz Gl y los vectores F l y Ql esta´n disponibles.
Suposicio´n 4.3 Se conoce una cota ρ¯i ¡ 0 para la derivada temporal de
cada αi.
Suposicio´n 4.4 La matriz K l es invertible.
Suposicio´n 4.5 Se conocen dos matrices diagonales G1, G2 tal que
0   G1 ¤ Glpq ¤ G2.
En primer lugar, la suposicio´n 4.1 se cumple ya que las variables de es-
tado son concentraciones de sustancias o cantidades con sentido f´ısico. La
suposicio´n 4.2 es comu´n en el disen˜o de observadores y se refiere a la disponi-
bilidad de mediciones en l´ınea [67]. Cabe destacar que en muchos procesos
puede asumirse Ql  0. La suposicio´n 4.3 requiere disponer de una cota
para la derivada temporal de cada variable a estimar. Estas cotas pueden
determinarse a partir de conocimiento pra´ctico del cultivo a monitorear o
analizando las expresiones involucradas segu´n el modo de operacio´n [109].
La suposicio´n 4.4 asegura que l tasas espec´ıficas pueden ser estimadas de las
l variables disponibles en l´ınea. De otro modo, el vector de datos medidos
podr´ıa ser explicado con una cantidad menor de reacciones [120]. A partir
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de la expresio´n (4.2) se tiene que los elementos que conforman la matriz dia-
gonal Gl son productos de variables de estado, los cuales resultan positivos
y acotados debido a la suposicio´n 4.1. En el caso que uno de los reactantes
requeridos para una reaccio´n se agote, al menos una de las reacciones no
ocurrira´. En ese caso, la estimacio´n de l tasas no tiene sentido y el problema
a considerar es la estimacio´n de una cantidad menor a l. En la suposicio´n
4.5, los elementos que conforman las matrices G1 y G2 deben ser seleccio-
nados por el disen˜ador, basa´ndose en conocimiento acerca del cultivo a ser
monitoreado. En particular, deben seleccionarse cotas superiores e inferiores
para los productos de estados que aparecen en la matriz Gl. Con el objetivo
de ilustrar las diferentes descomposiciones que pueden resultar en αpq y Gl
se presenta un ejemplo con las tasas volume´tricas de formacio´n de biomasa
y consumo de sustrato. Suponiendo que se tiene las reacciones
rpq 

µx
qsx


. (4.3)
Cuando la factorizacio´n (4.2) se considera por unidad de biomasa se obtiene
Gαpq 

x 0
0 x


µ
qs


. (4.4)
En este caso, las matrices G1 y G2 de la Suposicio´n 4.5 son cotas en la
excursio´n de la concentracio´n de biomasa. Si en cambio se desea estimar las
tasas αi por unidad de biomasa y de sustrato podr´ıa considerarse [67]
Gαpq 

xs 0
0 xs


α1
α2


, (4.5)
donde ahora las matrices G1 y G2 acotan al producto xs.
A partir de la discusio´n previa se considera el siguiente subsistema
.
z K lGlpqαlpξ, tq Dz   F l Ql, (4.6)
.
αl  Rρptq, (4.7)
donde αlptq es el vector de las l tasas espec´ıficas a estimar yR  diagtρ¯iu la
matriz que contiene las cotas de las derivadas temporales. No´tese que ρptq es
un vector de l funciones desconocidas para las cuales se tiene ‖ρptq‖
8
¤ 1.
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4.2. Algoritmo por Modo Deslizante de se-
gundo orden
Con el objetivo de introducir un observador por modo deslizante de
segundo orden, se considera la siguiente notacio´n
Go  pG1  G2q{2, (4.8a)
∆G  pG2 G1q{2, (4.8b)
δ 

G1o ∆G


8
, (4.8c)
qGlpq  G
1
o Glpq, (4.8d)
donde }}
8
es la norma matricial inducida correspondiente. A partir de las
definiciones y con las suposiciones introducidas paraK l,Go yR, puede ver-
se fa´cilmente que la matrizK lGoR es no singular. Para definir la superficie
de modo deslizante, se considera el vector auxiliar σ definido por
σ  pK lGoRq
1
pz  pzq, (4.9)
donde pz es la estimacio´n de z. Se definen SIGN pq: Rl Ñ Rl, ABS pq:
R
l
Ñ R
ll, como extensiones de las funciones escalares signpq y |  |, respec-
tivamente:
SIGN pσq  colpsignpσiqq, (4.10)
ABS pσq  diagt|σi|u. (4.11)
A partir de la expresio´n (4.9), se tiene que si existe un T  ¡ 0 tal que
σ  0 para todo t ¡ T , es decir si se logra que el sistema evolucione
sobre la superficie de modo deslizante definida por σpzq  0, entonces se
obtiene pzptq  zptq. Cuando esto ocurre, el estado estimado copia al estado
medido. Como consecuencia de esta observacio´n, es de intere´s obtener un
sistema dina´mico que logre que la variable definida en (4.9) se anule en
tiempo finito.
Proposicio´n 4.1 (Resultado principal) El sistema definido por
.
pz Kl pGlpqRu1   2k2GoRu2q Dz   F l Ql, (4.12a)
.
u1  k1SIGN pσq, (4.12b)
u2  pABS pσqq
1{2 SIGN pσq, (4.12c)
pα  Ru1, (4.12d)
es un observador por modo deslizante de segundo orden de (4.6)-(4.7). Exis-
ten para´metros k1 ¡ 1 y k2 ¡ 0 para los cuales se obtiene convergencia en
tiempo finito de las tasas espec´ıficas, es decir la condicio´n pαptq  αlptq
t ¡ T  se alcanza para cierto T  ¡ 0.
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Para demostrar la propuesta anterior, a partir de rα  αlpα, la dina´mica
del error esta´ dada por pσ, rαq:
.
σ  R1

qGlpqrα 2k2Ru2
	
, (4.13)
.
rα  R pρptq  k1SIGN pσqq . (4.14)
Aplicando el cambio de coordenadas px1,x2q  pRu2, rαq al sistema (4.12)
resulta
.
x1  RpABS px1qq
1

k2x1  
qGlpq
2
x2

, (4.15)
.
x2  RpABS px1qq
1
pABS px1qρptq  k1x1q , (4.16)
donde se utilizaron las expresiones (ver ec. (4.12c))
SIGN px1q  SIGN pσq,
ABSpx1q  RpABS pσqq
1{2.
Ahora, dada la i-e´sima tasa espec´ıfica se puede armar un vector ζi con la
i-e´sima componente de x1 y x2 (es decir ζi 

x1i x2i
T
). La ecuacio´n
diferencial correspondiente es
.
ζi 
ρi
|x1i|

k2 qGl pi,iq{2
pk1  ρiptqsignpx1iqq 0


ζi 
ρi
|x1i|
Aptqζi, (4.17)
donde qGl pi,iq es la componente pi, iq de la matriz qGl. Adema´s, considerando
que
Glpq P tGo  ∆GU lu, (4.18)
se tiene
qGlpq  G
1
o Gl P tI l  G
1
o ∆GU lu, (4.19)
donde I l es la matriz identidad de dimensio´n l y U l es un matriz diagonal de
pl  lq con }U l}
8
¤ 1. Considerando la expresio´n anterior puede mostrarse
que las matrices Aptq definidas en (4.17) pertenecen al conjunto A definido
por
A  co
¤
i
Ai, i  1, . . . , 4
Ai 

k2
1
2
p1  δviq
pk1  uiq 0

,
u  t1,1, 1, 1u, v  t1, 1,1, 1u.
(4.20)
Con el objetivo de demostrar la convergencia en tiempo finito de las coor-
denadas ζi se propone la funcio´n de Lyapunov comu´n V pζiq 
°
i ζ
T
i Pζi.
Utilizando (4.17), la derivada temporal de V ptq resulta en
.
V ptq 
¸
i
ρi
|x1i|
ζTi
 
AT ptqP   PAptq

ζi. (4.21)
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El requerimiento es encontrar una matriz P ¡ 0 tal que 9V ptq   0 sobre
todas las soluciones de (4.17). Para esto se considera la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 4.2 Dada la inclusio´n diferencial polito´pica
.
ζ  Aptqζ, Aptq P A (4.22)
con A definido en (4.20). Para cada k1 ¡ 1 y 0   δ   1 pueden encontrarse
valores positivos de k2 tal que la expresio´n (4.22) es cuadra´ticamente estable
para toda Aptq P A.
La estabilidad del sistema (4.22) fue probada en [100] para el caso en
que δ  0 con la funcio´n de Lyapunov V pζq  ζTPζ. La Proposicio´n 4.2
es una extensio´n para considerar el caso δ ¡ 0. La diferencial principal a
la hora de obtener la solucio´n nume´rica consiste en el requerimiento de una
grilla que cubra los valores de pk1, δq en lugar de so´lo k1. Esto es requerido
para incluir a todos los sistemas descriptos con la expresio´n (4.22).
La inclusio´n diferencial polito´pica se dice cuadra´ticamente estable si exis-
te una funcio´n V pzq  zTPz,P ¡ 0 tal que su valor decrece sobre cualquier
trayectoria no nula de (4.22).
Dado que 9V pzq  zT pAT ptqP   PAptqqz, una condicio´n necesaria y
suficiente para estabilidad cuadra´tica es
P ¡ 0,
AT ptqP   PAptq   0 Aptq P A.
(4.23)
Esta condicio´n es equivalente a determinar si existe una matriz de Lyapunov
P comu´n a todos los ve´rtices del politopo A, es decir tal que verifique las
siguientes restricciones
F 
#
P ¡ 0
Qi
△
 pATi P   PAiq ¡ 0
+
, (4.24)
para i  1 . . . 4.
Ahora las matrices A1, A2, A3 y A4 se reescriben en una forma ma´s
conveniente:
Ai  k2A0  A

i , (4.25)
donde
A0 

1 0
0 0

,
A
1


0 1
2
p1  δq
pk1  1q 0

,
A
2


0 1
2
p1  δq
pk1   1q 0

,
A
3


0 1
2
p1 δq
pk1  1q 0

,
A
4


0 1
2
p1 δq
pk1   1q 0

.
(4.26)
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Figura 4.1: Valores mı´nimos de k2 vs. k1 para los cuales el sistema (4.22) es
estable.
La existencia de una matriz P para cualquier k1 ¡ 1 y 0   δ   1 puede
determinarse analizando la factibilidad del siguiente problema de autovalo-
res generalizado (GEVP) en P y k2 [121]:
mı´n k2
s.t. k2 ¡ 0, P ¡ 0, F
,
(4.27)
con
F 
!
pA
T
i P   PA

i q   k2pA
T
0
P   PA0q   0;
)
, (4.28)
para i  1 . . . 4.
El problema de autovalores generalizados es un problema cuasi-convexo.
En este caso, se puede resolver aplicando un algoritmo de biseccio´n en k2 y
determinando si es factible la desigualdad matricial lineal (LMI) resultante.
Para esto, se hace una grilla que cubra los valores de k1 y δ deseados y
se resuelven las LMI. En este caso se utilizo´ el software YALMIP [122].
La Figura 4.1 muestra el conjunto de valores de k1 y k2 para los cuales el
problema LMI es factible parametrizado con los valores de δ. Es decir, dado
un valor δ, para todos los puntos por encima de la curva correspondiente,
la expresio´n (4.22) es cuadra´ticamente estable.
Luego, los valores para k1 y k2 para la Proposicio´n 4.1 se obtienen de
la aplicacio´n de la Proposicio´n 4.2. Esto se realiza de la siguiente manera:
dado un k1 ¡ 1 y cierto valor de δ, se selecciona el valor de k2 tal que la
expresio´n (4.22) sea estable. Dado que δ es el ma´ximo elemento de la matriz
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
G1o ∆G

, este valor es de utilidad para obtener 9V ptq   0 para todas las
tasas de reaccio´n.
Finalmente, para dos valores factibles k1 y k2, el sistema alcanza un
entorno de la superficie de deslizamiento y de este modo se establece el
re´gimen deslizante. A partir de ese momento, debido a la condicio´n de inva-
riancia se tiene (σ  0) [103]. Como resultado, para cierto tiempo finito T ,
pzptq  zptq t ¡ T . Igualando las expresiones (4.6) y (4.12a), se obtiene
pαptq  αlpξ, tq. No´tese en la expresio´n (4.12c) que cuando el sistema se
encuentra restringido a la dina´mica impuesta por σ  0, la matriz ABS pσq
es la matriz nula, y de este modo u2  0.
4.3. Resultados experimentales
Como ejemplo de aplicacio´n del observador, se estiman la tasa espec´ıfica
de crecimiento y la tasa neta de produccio´n de etanol de una cepa de S.
cerevisiae cultivada en modo continuo. La propuesta fue evaluada bajo dos
escenarios diferentes. En primer lugar, el observador fue probado en condi-
cio´n de funcionamiento normal y en el segundo caso fue evaluado ante dos
fallas t´ıpicas del sensor, las cuales fueron generadas digitalmente.
Se dispone de mediciones en l´ınea de la concentracio´n de biomasa (x) y
la concentracio´n de etanol (e). La biomasa se midio´ con un sensor basado en
medicio´n de densidad o´ptica [123]. Las muestras del sensor obtenidas cada
12 seg. se filtraron en una ventana temporal de 120 seg. Por otro lado, la
concentracio´n de etanol se midio´ con un sensor comercial (Raven Biotech)
con tiempo de muestreo de 120 seg. Cabe destacar que estos tiempos de
muestreo son mucho menores a la dina´mica del proceso. El volumen de
operacio´n del biorreactor es de 3 litros y la fermentacio´n se extendio´ por
casi 94 horas. Durante las primeras 23 horas, se opero´ en modo por lote.
Luego se aplico´ el perfil de dilucio´n que se muestra en l´ınea a trazos en la
Figura 4.3b. Puede apreciarse que la tasa de dilucio´n cambio´ del valor 0,18
a 0,22 h1 en t  50 h.
De acuerdo con el balance de masas presentado en la seccio´n 2.1.4, la
dina´mica de las variables en el cultivo continuo resultan
9x  µxDx, (4.29a)
9s  qsx DpSin  sq, (4.29b)
9e  qexDe, (4.29c)
con D  Fin{v la tasa de dilucio´n, s la concentracio´n de sustrato, Sin la
concentracio´n de sustrato en la entrada y v el volumen del biorreactor.
Dado que x y e son variables medidas, el subsistema a considerar es de
dimensio´n l  2. No´tese en las expresiones (4.29) que µ y qe representan
tasas espec´ıficas por unidad de biomasa. Luego el subsistema en la forma
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(4.6) es
.
z 

1 0
0 1


x 0
0 x


µ
qe


Dz, (4.30)
con z 

x e
T
, αl 

µ qe
T
y F l  Ql  0. En esta factorizacio´n se
tiene K l  I2 y Gl  xI2.
Dado que la matriz Gl contiene en su diagonal a la concentracio´n de
biomasa, las matrices G1 y G2 (definidas en (4.8)) contienen en la diagonal
una cota superior (x) y una inferior (x) para la concentracio´n de microor-
ganismo. En este caso se seleccionaron los valores x  2 g/L y x  18 g/L,
los cuales resultan suficientemente conservativos para la excursio´n esperada
de xptq. De esta manera, las matrices G1 y G2 resultan
G1  2I2,
G2  18I2,
y luego se obtiene Go  10I2, ∆G  8I2 y δ  0,80.
Para las cotas ρ¯i se seleccionaron los valores 0,1 y 0,25, respectivamen-
te y se obtuvo R  diag
 
0,1 0,25
(
. Estas cotas pueden ajustarse en la
pra´ctica de acuerdo a experiencia previa que se tenga del proceso a moni-
torear, tomando informacio´n de simulaciones del proceso o analizando la
estequiometr´ıa del proceso [67, 109].
Los valores obtenidos para la ganancia k2, en funcio´n de valores elegidos
para k1, fueron hallados resolviendo el problema (4.27)-(4.28). Los resulta-
dos se presentan en la Figura 4.1. Puede apreciarse para cualquier δ que,
mientras menor sea k1, mayor resulta el valor mı´nimo de k2. Para obtener
un problema de minimizacio´n factible para δ  0,8 con un valor de k2 no
muy grande, se selecciono´ k1  1,35. A partir de resolver (4.27)-(4.28), el
mı´nimo k2 resulta 1,5715, eligie´ndose k2  1,75. Cabe destacar que e´sta no
es la u´nica metodolog´ıa para disen˜ar las ganancias k1 y k2. Otra posibilidad
que puede explorarse es la de ganancias adaptivas [124, 125]. Recientemen-
te se ha publicado un enfoque para el disen˜o de ganancias variables que
permite considerar cotas variantes en el tiempo para las perturbaciones a
rechazar [101].
El observador fue iniciado con la primera muestra obtenida, es decir
pzpt0q  pxpt0q, ept0qq, mientras que para los estados que representan a las
tasas espec´ıficas se selecciono´ ppµpt0q, pqept0qq  p0, 0q. La Figura 4.2 muestra
los valores medidos de biomasa y etanol y los correspondientes estados del
observador pz1 y pz2. Como puede apreciarse, los estados del observador se
mantienen pra´cticamente solapados con las variables que estiman. De esta
manera, los estados pz1 y pz2 copian la dina´mica de x y e, respectivamente.
La Figura 4.3 presenta pµptq y la coordenada σ1. En este proceso, el
perfil de dilucio´n fue aplicado en operacio´n a lazo abierto, es decir que
µ no fue regulada mediante lazo cerrado. Como se explico´ en la seccio´n
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Figura 4.2: Perfil temporal de xptq (l´ınea azul), pxptq (l´ınea roja punteada)
y eptq (l´ınea azul), peptq (l´ınea roja punteada) en el proceso de fermentacio´n
continua (4.29).
2.1.3, la operacio´n en estado estacionario de un cultivo continuo implica
que µ  D (ec. (2.32a)). Sin embargo, en el intervalo comprendido entre
las horas 67 y 79, se aprecia que µ resulto´ mayor que la dilucio´n debido
al consumo de etanol. Esto ilustra co´mo se puede utilizar la propuesta con
fines de monitoreo del proceso, ya que no so´lo permite detectar el consumo
de etanol sino tambie´n se puede cuantificar la tasa de crecimiento durante
este periodo de tiempo.
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Figura 4.3: Arriba: concentracio´n de biomasa medida. Centro: tasa espec´ıfi-
ca de crecimiento estimada pµptq con el observador de MD (l´ınea negra)
y ec. (4.31) (l´ınea gris), tasa de dilucio´n (l´ınea roja discontinua). Abajo:
coordenada σ1.
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Figura 4.4: Arriba: concentracio´n de etanol medida. Centro: estimacio´n de
la tasa espec´ıfica de produccio´n de etanol pqeptq con el observador por MD
(l´ınea negra) y ec. (4.31) (l´ınea gris). Abajo: coordenada σ2.
La estimacio´n de qeptq es una medida de la produccio´n neta de etanol, es
decir, el balance entre etanol excretado debido al crecimiento fermentativo
en s y etanol consumido debido al crecimiento oxidativo. La Figura 4.4
presenta pqeptq y la coordenada σ2. La disminucio´n observada en qe de t  67
h ocurre en concordancia con el crecimiento observado en la Figura 4.3.
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La expresio´n (4.31) presenta una estimacio´n cruda de αptq obtenida in-
virtiendo el modelo (4.6)
pαptq  G1l K
1
l p
.
z  Dz  F l  Qlq . (4.31)
Si bien esta solucio´n es ma´s simple que la mayor´ıa de los observadores
propuestos, el resultado es fuertemente afectado por el ruido de medicio´n,
tal como se muestra en las Figuras 4.3 y 4.4 en trazos grises. Una posible
solucio´n ser´ıa an˜adir un filtro, pero el retraso y la dina´mica del filtro podr´ıan
tener efectos negativos en el desempen˜o de un sistema a lazo cerrado.
4.4. Comparacio´n con observadores de alta
ganancia en caso de fallas t´ıpicas
En este u´ltimo caso, los resultados se compararon con un observador de
alta ganancia. En particular, con el estimador de alta ganancia descripto
por las siguientes expresiones [66]

9
px
9
pe



px 0
0 px


pµ
pqe



Fin
v

px
pe


  2θ1

x px
e  pe


, (4.32a)

9
pµ
9
pqe


θ2
1
px

x px
e  pe


. (4.32b)
La diferencia principal entre los observadores de alta ganancia y los de
modo deslizante es que en los del primer tipo existe una dina´mica an˜adida
por el observador. Este hecho es relevante en aplicaciones de lazo cerrado.
Por ejemplo, si se consideran las estimaciones del observador (4.32) para
realimentacio´n, se an˜aden 2l integradores a la dina´mica de lazo cerrado.
En consecuencia, la estabilidad del bucle cerrado debe ser analizada con-
siderando que la realimentacio´n proviene de las sen˜ales del observador. La
misma observacio´n es va´lida para otros algoritmos como los observadores
asinto´ticos. Por otro lado, la convergencia en tiempo finito provista por el
observador por modo deslizante hace que no haya dina´micas adicionales.
Este hecho simplifica el disen˜o del sistema de control de lazo cerrado.
La Figura 4.5 muestra dos fallas t´ıpicas del sensor de medicio´n de bio-
masa: un offset en el intervalo p57, 63q horas y algunos picos en t  81
h. Las posibles causas para este tipo de fallos incluyen descalibracio´n del
sensor, mala agitacio´n del cultivo, burbujas en el dispositivo de medicio´n,
entre otras. Estos problemas deber´ıan ser detectados a tiempo para tomar
las acciones correctivas necesarias. No´tese en las expresiones (4.29) que un
problema en la medicio´n de x afecta no so´lo las estimaciones de µ sino
tambie´n las de qe.
El algoritmo (4.32) fue iniciado con las mismas condiciones que el obser-
vador por modo deslizante propuesto. El para´metro θ1  4 fue seleccionado
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Figura 4.5: Perfil temporal de xptq con dos fallas t´ıpicas en la medicio´n.
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Figura 4.6: Respuesta obtenida con el observador de alta ganancia ante falla
en el sensor de biomasa: algoritmo (4.32) (l´ınea negra) vs ec. (4.31) (l´ınea
gris).
con el objetivo de tener respuestas temporales comparables con las del obser-
vador propuesto. Si bien θ1 puede elegirse lo suficientemente alto como para
asegurar la velocidad de convergencia deseada, el ajuste de este para´metro
involucra un compromiso entre velocidad de convergencia y sensibilidad al
ruido de medicio´n. Adema´s, su simplicidad (so´lo hay un para´metro para
sintonizar) puede a su vez ser problema´tica cuando las mediciones tienen
diferente nivel de ruido (como en el caso de mediciones de biomasa y etanol
presentado en la Figura 4.2).
El resultado obtenido con el algoritmo de alta ganancia ante fallos del
sensor de biomasa se presenta en la Figura 4.6. Dado el offset en x, se observa
una respuesta con un gran sobrepaso en pµ. Adema´s, los picos de x generan
cambios ra´pidos en pµ. Si bien este comportamiento de la salida exhibe la
presencia de un fallo, la respuesta no es aceptable para un control de lazo
cerrado. Por otro lado, el resultado de estimacio´n de µ con el observador
propuesto bajo el mismo escenario se presenta en la Figura 4.7. Como se
puede observar, la coordenada σ1 detecta ra´pidamente las fallas, lo que
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Figura 4.7: Estimacio´n de µptq ante falla en el sensor de biomasa. Arriba:
algoritmo propuesto (l´ınea negra) vs expresio´n (4.31) (l´ınea gris). Abajo:
coordenada σ1ptq.
muestra la potencialidad del observador por modo deslizante como detector
de fallas. En cuanto a las variables estimadas, el error de estimacio´n durante
el offset se reduce significativamente. Esto se debe a que la derivada de
cada estimacio´n esta´ limitada por el observador. No´tese que los picos en
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Figura 4.8: Tasa espec´ıfica de formacio´n de etanol estimada pqeptq con el
observador de alta ganancia.
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t  81 h son completamente rechazados por el observador y detectados
en la coordenada σ1. Finalmente, la estimacio´n de qe obtenida se presenta
en la Figura 4.8. Para las ganancias seleccionadas, el observador de alta
ganancia exhibe una respuesta temporal ma´s ruidosa que la obtenida con el
observador por modo deslizante.
4.5. Resumen del cap´ıtulo
En este cap´ıtulo se abordo´ el problema de la estimacio´n en l´ınea de tasas
espec´ıficas de produccio´n y consumo de diferentes sustancias. Para ello se
propuso un observador de modo deslizante de segundo orden, el cual es capaz
de estimar mu´ltiples tasas con convergencia en tiempo finito. Esta propiedad
es especialmente importante en las aplicaciones de control porque de esta
manera el observador no an˜ade dina´mica que podr´ıa dificultar el ana´lisis y
la estabilidad del sistema a lazo cerrado.
Se destaca que no es necesario asumir ningu´n modelo particular para las
tasas a estimar. De hecho, so´lo se requieren l´ımites superiores para las deri-
vadas temporales de las sen˜ales a estimar, las cuales se pueden determinar
a partir de experiencia previa en el proceso a monitorear.
El comportamiento del observador propuesto se evaluo´ con datos expe-
rimentales obtenidos de una fermentacio´n en modo continuo de la levadura
S. cerevisiae. Como ejemplo de aplicacio´n fueron estimadas la tasa de cre-
cimiento espec´ıfica y la tasa neta de produccio´n de etanol. El algoritmo
propuesto se comparo´ con un observador de alta ganancia durante el fun-
cionamiento normal y ante dos fallos t´ıpicos que pueden aparecer en los
sensores. En particular, el observador propuesto exhibio´ mejor rechazo de
ruido y una mejor respuesta transitoria ante fallos de tipo offset y ante picos
de ruido.
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Cap´ıtulo 5
Regulacio´n de tasa de
crecimiento preservando otros
sustratos en exceso
El modo ma´s popular de operacio´n de los biorreactores en produccio´n es
el modo semi-continuo, donde el biorreactor es alimentado progresivamente
con medio de cultivo fresco. Este modo tiene la potencial ventaja de evitar
la sobrealimentacio´n del sustrato, que puede ser causante de inhibicio´n del
crecimiento y formacio´n de productos no deseados [126]. Con el objetivo de
mejorar la performance de estos procesos es fundamental aplicar lazos de
control que aseguren tanto las condiciones de operacio´n deseadas como la
calidad del producto. Para esto, el sensorizado del biorreactor es importante
ya que permite obtener datos sobre lo que ocurre en el medio de cultivo.
Usualmente se tiene acceso en l´ınea a variables fisicoqu´ımicas como tempe-
ratura, presio´n, pH y concentracio´n de ox´ıgeno disuelto (DO). En algunos
casos tambie´n se cuenta con mediciones en l´ınea de la composicio´n de los
gases de entrada y salida, densidad o´ptica u otro me´todo de medicio´n de
biomasa. En una minor´ıa de casos se dispone de medicio´n de la fuente de
carbono en l´ınea. Por otro lado, adema´s de disponerse de lazos de regulacio´n
de pH y temperatura, las variables manipuladas suelen ser la velocidad de
agitacio´n, el flujo de aireacio´n y el flujo de alimentacio´n de los nutrientes.
Luego, un problema importante es determinar el perfil temporal de estas
variables, en particular del flujo de alimentacio´n de nutrientes. Como se
explico´ en la seccio´n 2.3, se han propuesto diversas estrategias de alimen-
tacio´n para cultivos semi-continuos. En todos los casos se intenta satisfacer
un objetivo de control y al mismo tiempo evitar la sobrealimentacio´n de
nutrientes ya que esto puede llevar a diversos efectos indeseados.
Un objetivo de control t´ıpico, estrechamente relacionado con objetivos
biotecnolo´gicos, es la regulacio´n del crecimiento a una tasa constante. Regu-
lar el crecimiento involucra no so´lo proveer la ley de alimentacio´n adecuada
sino tambie´n mantener las condiciones ambientales apropiadas. Adema´s,
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cuando el crecimiento se regula mediante el flujo de un sustrato limitante,
debe asegurarse que los dema´s nutrientes se encuentren en exceso. Si bien
esto puede ser garantizado incorporando al medio de cultivo una cantidad
en exceso del resto de los nutrientes, algunos de estos son requeridos en
gran cantidad. Esto ocurre por ejemplo con los sustratos cuyo consumo re-
sulta asociado al crecimiento. Un caso motivador para el desarrollo de una
estrategia que permita regular una variable al tiempo que se mantiene un
sustrato por encima de un valor cr´ıtico ocurre en los cultivos aero´bicos. En
estos, el ox´ıgeno disuelto cumple un papel fundamental en el metabolismo
celular y su valor debe ser regulado apropiadamente. Por un lado, un valor
excesivo de ox´ıgeno puede resultar to´xico para las ce´lulas, mientras que por
el otro, un nivel de ox´ıgeno insuficiente afecta al crecimiento celular.
En este cap´ıtulo se presenta un algoritmo auxiliar aplicable a esque-
mas de alimentacio´n t´ıpicos de los cultivos semi-continuos. En particular
se desarrolla un algoritmo que monitorea el ox´ıgeno disuelto y actu´a en
los casos en que esta variable decrece muy ra´pidamente, reduciendo el con-
sumo de ox´ıgeno a trave´s de manipular las referencias del controlador de
alimentacio´n. Esto permite mantener la condicio´n aero´bica necesaria y evi-
tar problemas asociados a la limitacio´n por ox´ıgeno. Este esquema puede
ser extendido con el objetivo de mantener otros sustratos por encima de
valores especificados, requirie´ndose para la implementacio´n del controlador
la medicio´n o estimacio´n de dichas sustancias.
5.1. Regulacio´n descentralizada en procesos
aero´bicos
5.1.1. Modelo del cultivo aero´bico
En los cultivos aero´bicos, resulta relevante considerar el ox´ıgeno disuelto,
dado que es utilizado por las ce´lulas para oxidar la fuente de carbono. El
modelo de estados que describe la dina´mica en un cultivo semi-continuo
aero´bico puede representarse por las expresiones:
9x  µx
Fin
v
x, (5.1)
9s  qsx  pSin  sq
Fin
v
, (5.2)
9cDO  OTR OUR  cDO
Fin
v
, (5.3)
9v  Fin, (5.4)
donde x, s y cDO son las concentraciones de biomasa, sustrato y DO (g/L)
respectivamente, y v el volumen de cultivo.
La tasa de crecimiento µptq suele expresarse como el producto de di-
versos factores que tienen en cuenta el efecto de los diferentes para´metros
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y sustancias que afectan al crecimiento microbiano (ver expresio´n (2.18)).
Aqu´ı es relevante considerar el efecto de la fuente de carbono y, por tratarse
de un cultivo aero´bico, de la concentracio´n de ox´ıgeno disuelto [127]
µptq  µpsqµpcDOq. (5.5)
Dentro de la clasificacio´n de cultivos multi-sustrato presentada en la sec-
cio´n 2.1.6, la expresio´n (5.5) corresponde al caso multiplicativo. Las tasas
espec´ıficas de consumo de sustrato y ox´ıgeno se describen considerando un
te´rmino para mantenimiento [35]
qs 
µ
yx{s
 ms, (5.6)
qO2 
µ
yx{o
 mo. (5.7)
La dina´mica del ox´ıgeno disuelto esta´ gobernada principalmente por las
tasas de transferencia (OTR) y consumo de ox´ıgeno (OUR):
OTR  KLa pc

DO  cDOq , (5.8)
OUR  qO2x. (5.9)
El para´metro KLa resulta afectado por muchos factores tales como la veloci-
dad de agitacio´n, el flujo de aire, la temperatura, geometr´ıa del biorreactor
y las caracter´ısticas del flu´ıdo (por ejemplo la viscosidad) [128]. En este
cap´ıtulo se asume la siguiente relacio´n no lineal entre KLa y la velocidad de
agitacio´n (N) presentada en Chung et al. [129]:
KLa  kstr1N
kstr2, (5.10)
donde kstr1 y kstr2 son coeficientes positivos. La expresio´n (5.10) puede consi-
derarse una versio´n simplificada de la correlacio´n entreKLa y el denominado
Power Number (N3D2, con D el dia´metro de las palas de mezclado), nu´me-
ro que suele utilizarse en la literatura [128]. Cabe destacar que esta relacio´n
se asume a los efectos de realizar una simulacio´n del proceso aero´bico y no
es utilizada expl´ıcitamente en la estrategia de control propuesta. De hecho,
el algoritmo que se presentara´ en la siguiente seccio´n no requiere conocer
un modelo de KLa.
A los fines de ejemplificar la te´cnica de alimentacio´n propuesta, se asu-
me que la velocidad del agitador es controlada mediante un controlador
Proporcional + Integral (PI). Dado un nivel de aireacio´n, se aumenta la
velocidad si el nivel de ox´ıgeno disuelto es menor que el valor de referencia.
Adema´s, la velocidad de agitacio´n es acotada de acuerdo a las velocidades
mı´nima y ma´xima, es decir N P rNmin , Nmax s rpm. Tambie´n se supone que
las variables fisicoqu´ımicas tales como temperatura y pH se controlan con
lazos de control externos.
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Figura 5.1: Estructura de control descentralizada para un cultivo aero´bico.
control de ox´ıgeno (C1), ley de alimentacio´n de sustrato (C2).
5.1.2. Problema bajo estudio
El esquema de control considerado se presenta en la Figura 5.1. Se trata
de una estructura de control descentralizado donde las salidas de intere´s
cDO y µ son reguladas a partir de las entradas N y F , respectivamente.
Cuando el objetivo de control es la regulacio´n de µ, debe proporcionarse
una ley de alimentacio´n exponencial en F ptq. El valor de referencia µd uti-
lizado en el perfil de alimentacio´n suele elegirse a partir de un compromiso
entre la productividad deseada y el requerimiento de ox´ıgeno y sus efectos
negativos debido a la formacio´n de subproductos. Dado que µ es una va-
riable que no se puede medir directamente, y de acuerdo a lo descripto en
la introduccio´n de este cap´ıtulo, aparecen dos posibilidades para la ley de
alimentacio´n:
1) El perfil de alimentacio´n sigue una ley exponencial precalculada, lo que
lleva a definir una ley de alimentacio´n exponencial de lazo abierto (por
ejemplo: ec. (2.44)).
2) Utilizando una estimacio´n (µˆ), el controlador C2 aplica una ley de ali-
mentacio´n de lazo cerrado (por ejemplo: ec. (2.47)).
Por otro lado, de las expresiones (5.3), (5.7) y (5.9) puede deducirse que
un aumento de µ produce un aumento en la demanda de ox´ıgeno, el cual
a su vez puede conducir a una ca´ıda abrupta de DO. Esta situacio´n suele
ser muy severa hacia el final del proceso, cuando la cantidad de biomasa
es mayor. En efecto, cuando el requerimiento de ox´ıgeno es mayor que el
ma´ximo OTR del biorreactor, el valor de DO puede disminuir a niveles muy
bajos y convertirse en el sustrato limitante del crecimiento. Una forma t´ıpica
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Figura 5.2: Tasa de crecimiento (5.11) en funcio´n de la concentracio´n de
sustrato y para diferentes valores de cDO (en porcentaje de c

DO).
para la expresio´n (5.5) en procesos aero´bicos es
µps, cDOq  µmax
s
s   ks
cDO
cDO   ko
. (5.11)
La Figura 5.2 presenta un gra´fico de la expresio´n (5.11) con respecto
al sustrato para diferentes valores de ox´ıgeno disuelto. Tambie´n se muestra
un posible valor de referencia para µ. Puede verse que si la concentracio´n
de ox´ıgeno es baja, e´sta puede limitar el crecimiento y luego no es posible
alcanzar el valor de µ deseado manipulando la entrada de sustrato. Para
evitar esto, en la pra´ctica se consideran valores para cDOref en el rango de
[20-50]% del valor saturacio´n. Eso asegura que el sustrato limitante sea
la fuente de carbono y por consiguiente, que se pueda regular la tasa de
crecimiento mediante el flujo de alimentacio´n del sustrato.
Usualmente, la concentracio´n de ox´ıgeno disuelto requerida se propor-
ciona a trave´s del flujo de aireacio´n y de la velocidad del agitador [130,
131, 132]. Sin embargo, estas entradas no pueden garantizar la condicio´n
aero´bica si se alcanzan sus valores de saturacio´n. En los casos en que el sis-
tema de aireacio´n alcanza su l´ımite superior puede inyectarse ox´ıgeno puro
con el objetivo de aumentar la transferencia de ox´ıgeno al medio l´ıquido.
Sin embargo, tambie´n se incrementan los costos operativos del proceso y
aparecen turbulencias y exceso de burbujas que pueden interferir con los
sensores del biorreactor. Cuando el sistema de aireacio´n alcanza su ma´xima
transferencia de ox´ıgeno, pueden surgir los siguientes problemas:
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la ley de alimentacio´n es incapaz de regular µ al valor deseado cau-
sando respuestas no deseadas tales como acumulacio´n de sustrato en
el medio de cultivo (sobrealimentacio´n de fuente de carbono) e inhi-
bicio´n.
en condiciones anaero´bicas, algunos microorganismos (por ejemplo E.
coli y S. cerevisiae) pueden modificar su metabolismo para obtener
energ´ıa por una v´ıa fermentativa. En ese caso, pueden excretarse pro-
ductos no deseados que inhiben el crecimiento [133, 134]. En el caso
de P. Pastoris, si bien no se la considera una levadura fermentativa, se
han reportado resultados de acumulacio´n de etanol bajo una alta ve-
locidad de alimentacio´n de glicerol [135]. Bajo limitacio´n por ox´ıgeno,
el etanol puede tener un impacto negativo en la expresio´n de prote´ınas
y por lo tanto el nivel de ox´ıgeno debe mantenerse lo suficientemente
alto [136]. Por otra parte, durante la fase de produccio´n con metanol
como fuente de carbono, el ox´ıgeno es necesario dado su papel rele-
vante en la v´ıa de oxidacio´n de este sustrato [137]. El valor mı´nimo
requerido para la etapa de produccio´n es alrededor del 20% del valor
de saturacio´n.
De esta manera parece ser clara la necesidad de evitar que el DO pueda
caer por debajo de un valor mı´nimo. En la siguiente seccio´n se propone la
adicio´n de un algoritmo de adaptacio´n de la alimentacio´n con el objetivo
de garantizar que la condicio´n aero´bica se mantenga por encima de cierto
valor definido por el usuario.
5.2. Control descentralizado con adaptacio´n
de la ley de alimentacio´n
En esta seccio´n se propone un bloque de adaptacio´n para la ley de ali-
mentacio´n. El mismo puede aplicarse tanto en estrategias de alimentacio´n
a lazo abierto como a lazo cerrado.
En la estructura de control presentada en la Figura 5.1, cuando el con-
sumo de ox´ıgeno es menor que la capacidad ma´xima de aireacio´n del bio-
rreactor, dos variables son reguladas a partir de dos entradas: el ox´ıgeno
disuelto se controla mediante la manipulacio´n de la velocidad del agitador
mientras que µ se regula con la alimentacio´n del sustrato limitante. Debido
al aumento (t´ıpicamente exponencial) de la demanda de ox´ıgeno, el lazo de
control puede alcanzar la velocidad de agitacio´n ma´xima. A partir de este
punto, si el consumo de ox´ıgeno se incrementa au´n ma´s, el ox´ıgeno disuelto
decrece, pudiendo alcanzar valores extremadamente bajos. Para este caso
se propone controlar µ sujeta a la restriccio´n en la condicio´n requerida de
ox´ıgeno disuelto, el cual no es regulado por el lazo auxiliar sino limitado
con una cota inferior. De este modo, la estrategia consiste en variar el flujo
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Figura 5.3: Ley de alimentacio´n de lazo abierto con bloque de adaptacio´n
(FAD).
de entrada con una ley por modo deslizante para obtener un valor de µ lo
ma´s cerca posible al valor preestablecido, tal que se cumpla la restriccio´n
cDO ¥ cDOmin . (5.12)
Aqu´ı cDOmin es la mı´nima concentracio´n de DO permitida en el cultivo.
Este valor es un para´metro de disen˜o y es razonable tomarlo mayor o igual
que la concentracio´n cr´ıtica, la cual a su vez depende del microorganismo
utilizado y de objetivos biotecnolo´gicos (por ejemplo, evitar la formacio´n de
subproductos indeseados) [29].
La Figura 5.3 muestra el esquema propuesto para los casos en que la
alimentacio´n del cultivo se realiza con una ley de lazo abierto. El bloque de
adaptacio´n (FAD) actualiza de manera continua el para´metro µr de la ley
de alimentacio´n exponencial Fexp  Foe
µrt. Esto se hace considerando una
funcio´n del valor de referencia µd, la concentracio´n de ox´ıgeno disuelto cDO
y la cota inferior deseada cDOmin .
Muchos bioprocesos requieren una regulacio´n robusta del valor de µ. En
la Figura 5.4, la salida del bloque de adaptacio´n µr se compara con una
estimacio´n provista por un observador de µ. Es decir que, en este caso,
µr actu´a como el valor de referencia para el lazo de control de µ. La tasa
de crecimiento puede ser estimada a partir de mediciones del proceso. Por
ejemplo, a partir de biomasa y volumen [138, 109] o a partir de la tasa
volume´trica de consumo de ox´ıgeno OUR [139, 140].
Cabe destacar que las propuestas presentadas en las Figuras 5.3 y 5.4
preservan la estructura de control descentralizada original (Figura 5.1). Por
lo tanto, la adaptacio´n de alimentacio´n se puede aplicar a esquemas de
proceso existentes sin mayores modificaciones.
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Figura 5.5: Plano de fase de ox´ıgeno disuelto y la superficie de MD.
5.2.1. Algoritmo de adaptacio´n de la alimentacio´n por
modo deslizante
En el bloque de adaptacio´n de la alimentacio´n, se construye la siguiente
funcio´n:
SpcDOq  cDO  cDOmin   τ 9cDO . (5.13)
En la Figura 5.5 se representa la superficie SpcDOq  0 en el plano de
fase. Ba´sicamente, la idea es evitar que la concentracio´n de ox´ıgeno disuelto
decrezca ma´s ra´pidamente que la dina´mica descripta por S  0. De este
modo, el algoritmo de adaptacio´n se mantiene inactivo cuando el controlador
principal es capaz de regular cDO cerca de cDOref . Por el contrario, cuando el
controlador principal no puede regular el ox´ıgeno disuelto al valor deseado
(por ejemplo, debido a la saturacio´n de la accio´n o falla del agitador), el
ox´ıgeno disminuye, posiblemente alcanzando la superficie S  0. Si S  0
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Figura 5.6: Esquema interno del bloque de adaptacio´n FAD .
es alcanzada, el algoritmo de adaptacio´n se activa reduciendo la referencia
de µ de manera tal que cDO no decrezca ma´s ra´pidamente que de acuerdo
con S  0 y evolucione hacia cDOmin con la dina´mica impuesta por S  0.
Es decir, se obtiene un movimiento de deslizamiento sobre la superficie por
lo que la dina´mica de DO es llevada hacia el punto pcDO ,
.
cDOq  pcDOmin , 0q.
En la Figura 5.6 se presenta un diagrama del algoritmo propuesto (blo-
que FAD en las Figuras 5.3 y 5.4). Con el objetivo de forzar de manera
robusta la dina´mica del ox´ıgeno disuelto en S  0, se aplica la accio´n dis-
continua descripta por
w 
"
0 si SpcDOq ¡ 0
wSM c.c.,
(5.14)
Debe remarcarse que esta accio´n de control se utiliza so´lo cuando el DO
cae por debajo de la superficie S  0, es decir, cuando se alcanza el valor
mı´nimo o cuando disminuye demasiado ra´pido. Esta situacio´n lleva a un
cambio ra´pido de w segu´n el signo de la funcio´n S en el entorno de S  0,
lo que puede considerarse como un re´gimen transitorio de modo deslizante
sobre la superficie S  0.
Para suavizar la sen˜al discontinua se aplica un filtro de primer orden por
lo que la dina´mica de µr queda descripta por
9µr  αfpµr   w  µdq, (5.15)
donde µd ¡ µr.
5.2.2. Ana´lisis de las condiciones de modo deslizante
Con el objetivo de analizar las condiciones de modo deslizante, el sistema
de lazo cerrado se expresa en la forma af´ın
.
z  f pq   gpzqw, (5.16)
88 CAPI´TULO 5. REGULACIO´N DE TASA DE CRECIMIENTO...
donde z representa el vector de estados completo.
La ley de control (5.14) conduce a un re´gimen deslizante [111] sobre
SpcDOq  0 si las siguientes condiciones se satisfacen localmente
9S 
"
∇STf   0 si SpcDOq ¡ 0
∇STf  ∇STg wSM ¡ 0 c.c.,
(5.17)
donde ∇ST es el gradiente de SpcDOq y ∇S
Tf denota la derivada de S en
la direccio´n del campo f (derivada direccional). La primera desigualdad en
(5.17) se cumple siempre que el DO decrece. A partir de la segunda de-
sigualdad, el te´rmino ∇STg wSM debe ser mayor que ∇S
Tf para poder
forzar un cambio de signo en la derivada temporal de S. Esto se logra selec-
cionando un valor de wSM lo suficientemente grande. Bajo esta condicio´n,
w conmuta a alta frecuencia forzando que cDO se restrinja a S  0. El
para´metro µr obtenido por este procedimiento es tal que la alimentacio´n
aplicada hace cumplir la condicio´n aero´bica requerida. Bajo la operacio´n en
modo deslizante se cumple la condicio´n de invariancia [141]:
SpcDOq  0, (5.18a)
.
SpcDOq  0. (5.18b)
De este modo, dada la expresio´n (5.13), la dina´mica resultante para cDO es
9cDO 
cDOmin  cDO
τ
. (5.19)
La expresio´n (5.19) describe la dina´mica del ox´ıgeno disuelto cuando el
sistema opera en re´gimen deslizante. Dado que este modo se establece con
un valor de cDO por encima del valor mı´nimo, la concentracio´n de ox´ıgeno
disuelto decrece hacia cDOmin con constante de tiempo τ .
Ahora se considera el proceso descripto en la Figura 5.3 con la ley de
alimentacio´n (2.44):
Fexp 
µr
yx{s
 ms
Sin  sr
x0v0e
µrt, (5.20)
Como fue expuesto en el Cap´ıtulo 2, la mayor ventaja de la alimentacio´n
descripta por (5.20) es su simplicidad. Sin embargo, la cantidad de biomasa
inicial (x0v0) y ciertos para´metros del proceso deben ser conocidos.
A partir de las expresiones (5.1)-(5.4), (5.15) y (5.20), las expresiones
del modelo en la forma af´ın (5.16) resultan
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donde w es la entrada (5.14) y
f5 

1
yx{s
 

µr
yx{s
 ms


t

x0v0e
µrt, (5.22a)
g5 

µr
yx{s
 ms


µrx0v0e
µrt. (5.22b)
Aqu´ı, la salida considerada es y  cDO . Luego, la condicio´n (5.17) resulta
9S 
#
∇STf   0 si Spq ¡ 0
∇STf   αfτ
cDO
v
f5wSM ¡ 0 c.c..
(5.23)
Dado que las variables de estado son positivas y observando que f5 ¥
x0v0{yx{s, puede verse que αfτ
cDO
v
f5 es no nulo. Este resultado es, de hecho,
una condicio´n necesaria para un re´gimen de MD. El ana´lisis para la confi-
guracio´n con una ley de lazo cerrado puede realizarse de manera similar.
Claramente, la modificacio´n propuesta a µr puede utilizarse fa´cilmente
en procesos que utilicen la ley de alimentacio´n (5.20) ya que so´lo se requiere
incorporar la medicio´n de ox´ıgeno disuelto y una estimacio´n de su derivada
temporal. Adema´s, el bloque FAD no presenta mayor complejidad y puede
ser implementado fa´cilmente en una rutina de software.
5.3. Resultados y discusio´n
En esta seccio´n se presentan simulaciones con el objetivo de evaluar
el rendimiento del algoritmo propuesto. El primer caso corresponde a un
proceso con alimentacio´n a lazo abierto (Figura 5.3). Dado que el objetivo
aqu´ı es mostrar una mejora con respecto a la dina´mica del ox´ıgeno disuelto,
los para´metros de la expresio´n (5.20) se suponen conocidos. En el segundo
caso, se considera el proceso con control de µ a lazo cerrado presentado en
la Figura 5.4.
El modelo del bioproceso aero´bico (5.1)-(5.4) fue utilizado con los para´me-
tros de una cepa de P. Pastoris presentados en Oliveira et al. [127]. La lista
completa de para´metros utilizados se describe en la Tabla 5.1 (los coeficien-
tes de mantenimiento ms y mo se asumieron despreciables). Las condiciones
iniciales para la operacio´n del cultivo semi-continuo con glicerol como fuen-
te de carbono se presentan en la Tabla 5.2. El estudio de simulacio´n se
resolvio´ mediante me´todo de Euler con un paso fijo de 0,001 h. Para con-
siderar ruido de medicio´n se agrego´ ruido aditivo y multiplicativo tanto en
la medicio´n de biomasa como en la medicio´n de ox´ıgeno disuelto. El tipo
de sen˜al de ruido considerada fue gaussiano con media nula filtrado (con
filtro de frec. 12,5 rad/h) y las desviaciones esta´ndar fueron de σx  0,2
g/L y σDO  0,5 mg/L, respectivamente. La dina´mica del sensor de ox´ıgeno
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disuelto fue representada con
9cDOs  
cDOs
τDO
 
cDO
τDO
, (5.24)
con τDO  20 seg [71].
La derivada temporal de la sen˜al cDO requerida en la funcio´n de con-
mutacio´n (5.13) fue estimada con el algoritmo derivador de segundo orden
descripto en la expresio´n (2.55)
9cˆDOptq  u1   a1|rcDO |
1
2signprcDOq, (5.25a)
9u1ptq  a2signprcDOq, (5.25b)
donde rcDO
△
 cDOscˆDO . El algoritmo (5.25) fue configurado con los para´me-
tros pa1, a2q  p8, 6q obtenidos a partir de una relacio´n de compromiso entre
velocidad de convergencia y ruido en la estimacio´n obtenida. No´tese que
durante el re´gimen deslizante se tiene rcDO  0. De esta manera u1 es una
estimacio´n de la derivada temporal de la sen˜al de ox´ıgeno disuelto.
5.3.1. Aplicacio´n a leyes de alimentacio´n de lazo abier-
to
Inicialmente, la ley de alimentacio´n (5.20) fue aplicada sin adaptacio´n,
es decir sin modificar el para´metro µd. Los resultados se presentan en l´ınea
a trazos en la Figura 5.7. Durante las primeras 25 horas, el microorganismo
crecio´ con ox´ıgeno en exceso y el objetivo de regular µ  µd fue cumpli-
do (Figura 5.7a). Puede observarse en la Figura 5.7f que la velocidad de
agitacio´n fue incrementada cada cierto tiempo con el objetivo de mantener
el nivel de ox´ıgeno. Sin embargo al alcanzarse Nmax , el ox´ıgeno comenzo´ a
caer por debajo de cDOref (Figura 5.7b). Como consecuencia de este exce-
so de consumo, µ disminuyo´ debido a limitacio´n por ox´ıgeno y el glicerol
excedente comenzo´ a acumularse en el medio de cultivo (Figura 5.7d). Cla-
ramente, el objetivo de mantener el ox´ıgeno disuelto por encima de un nivel
mı´nimo no fue cumplido y esto tuvo como consecuencia la acumulacio´n de
sustrato. Los resultados con el lazo auxiliar propuesto se presentan en l´ınea
so´lida. En t  26 h la velocidad de agitacio´n alcanzo´ Nmax y el ox´ıgeno co-
menzo´ a decrecer debido al incremento en su demanda. Luego, el algoritmo
de modo deslizante modifico´ la ley de alimentacio´n de manera acorde para
satisfacer el nivel aero´bico requerido (Figura 5.7e). Como puede observarse,
se alcanzo´ satisfactoriamente el objetivo cDO ¥ cDOmin  0,2c

DO (Figura
5.7b). Dado que Fexpptq fue reducida para ser compatible con la tasa de
transferencia de ox´ıgeno, no se observo´ acumulacio´n de glicerol durante el
cultivo (Figura 5.7d).
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Tabla 5.1: Valores utilizados en la simulacio´n. Los para´metros del modelo
para P. pastoris fueron tomados de Oliveira et al. [127].
Para´metro Valor Unidad
Microorganismo: P. Pastoris
ko 1 mg/L
ks 0,1 g/L
µmax 0,18 h
1
yx{o 2,2 g/g
yx{s 0,5 g/g
Para´metros del biorreactor
λstr1 20 rpm
λstr2/h
λstr2 0,5 -
Nmin 320 rpm
Nmax 1000 rpm
cDO 8 mg/L
kp 2 rpm L/mg
ki 0,2 rpm L/mg/h
Sin 500 g/L
Valores de referencia
µd 0,05 h
1
cDOref 0,3 c

DO mg/L
Controlador de µ (seccio´n 5.3.2)
kc 7,5 h
Para´metros del lazo auxiliar propuesto
τ 0,25 h
αf 1,0 rad/h
wSM µd h
1
cDOmin 0,2 c

DO mg/L
Tabla 5.2: Condiciones iniciales para el cultivo semi-continuo de P. Pastoris.
x0  10 g/L cDO 0  7 mg/L
s0  0 g/L v0  15 L
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Figura 5.7: Resultados obtenidos con la ley de alimentacio´n de lazo abierto
(5.20): sin algoritmo de adaptacio´n (l´ınea azul a trazos) y con el algoritmo
de adaptacio´n propuesto (l´ınea negra).
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Como puede verse, el algoritmo propuesto es una solucio´n sencilla para
garantizar el nivel aero´bico en bioprocesos semi-continuos. Proporciona una
mejora a la ley de alimentacio´n de lazo abierto, requiriendo u´nicamente
la medicio´n en l´ınea de la concentracio´n de ox´ıgeno disuelto, la cual se
encuentra disponible en la mayor´ıa de los biorreactores actuales.
5.3.2. Aplicacio´n a una ley de control de lazo cerrado
Si se dispone de mediciones de biomasa y volumen, puede implementarse
una gran variedad de controladores de realimentacio´n [34]. Por ejemplo,
leyes de alimentacio´n proporcional a la biomasa de la forma (2.47)
FexpCL  λxv. (5.26)
La medicio´n de biomasa requerida en la ley de control anterior puede obte-
nerse de sensores basados en espectroscopia diele´ctrica y otros me´todos o´pti-
cos, los cuales han sido validados para diferentes microorganismos [138, 142].
A modo ilustrativo, se aplica la siguiente ley de realimentacio´n
λ 
µr
yx{s
 ms
Sin  sr
p1  kcpµr  pµqq , (5.27)
donde kc es una ganancia constante para aumentar la respuesta del contro-
lador y pµ es una estimacio´n de µ [87].
Una reduccio´n de OTR puede causar que la concentracio´n de ox´ıgeno
disminuya por debajo de cDOmin . En este ejemplo, la velocidad de agitacio´n
se redujo a Nmin dentro del intervalo de r22, 24,5s h. Esta accio´n se reali-
za t´ıpicamente para reducir la formacio´n de espuma. En la Figura 5.8 se
observa que durante las primeras 22 horas, el lazo principal fue capaz de
regular µ mientras que el DO se mantuvo alrededor del 30%. En t  22 h
la velocidad de agitacio´n se ajusto´ a Nmin. Sin el algoritmo de adaptacio´n
de la alimentacio´n, el ox´ıgeno disuelto se redujo y µ disminuyo´ levemente
(Figura 5.8a). Cuando se restablecio´ la velocidad de agitacio´n, el ox´ıgeno
disuelto aumento´ y µ aumento´ por encima del valor de referencia. No´tese
que la condicio´n aero´bica no se cumplio´. Por otro lado, con la adaptacio´n
de alimentacio´n, cuando el ox´ıgeno alcanzaba cDOmin , µr fue reducida (l´ınea
roja punteada en Figura 5.8a) con el objetivo de reducir la demanda de
ox´ıgeno. Puede apreciarse que la tasa de crecimiento (l´ınea de color negro
so´lido) siguio´ de cerca su valor de referencia. En t  24,5 h la velocidad de
agitacio´n se incremento´ de nuevo, la concentracio´n de ox´ıgeno aumento´ y
el lazo auxiliar permitio´ que µr aumente. A partir de ese momento, el algo-
ritmo de adaptacio´n quedo´ inactivo porque el nivel aero´bico resulto´ mayor
que cDOmin . A diferencia del resultado sin bucle auxiliar, no se observa acu-
mulacio´n de glicerol en ningu´n momento del cultivo.
La Figura 5.9 presenta los resultados ante un fallo total. Si OTR tiende a
cero, no se puede garantizar un nivel mı´nimo de DO incluso sin crecimiento.
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Figura 5.8: Resultados obtenidos con la ley de alimentacio´n de lazo cerrado
en caso de reduccio´n parcial de OTR: sin algoritmo de adaptacio´n (l´ınea
azul a trazos) y con el algoritmo propuesto (l´ınea negra). En a) la tasa de
crecimiento de referencia se observa solapada a la tasa de crecimiento del
microorganismo.
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Figura 5.9: Resultados obtenidos con la ley de alimentacio´n de lazo cerrado
en caso de falla de OTR: sin algoritmo de adaptacio´n (l´ınea azul a trazos)
y con el algoritmo propuesto (l´ınea negra). En a) la tasa de crecimiento de
referencia se muestra en l´ınea roja a trazos.
96 CAPI´TULO 5. REGULACIO´N DE TASA DE CRECIMIENTO...
Sin embargo, la adaptacio´n de la ley de alimentacio´n sigue siendo u´til para
mejorar la respuesta transitoria hasta que se solucione el fallo. Una vez ma´s,
cuando el nivel de DO alcanzo´ un nivel limitante, la respuesta del control
de µ sin adaptacio´n de alimentacio´n fue an˜adir ma´s glicerol al cultivo. Esto
ocurrio´ en un intento de compensar la decreciente µ. Luego resulto´ en un
exceso de glicerol en el medio de cultivo (Figura 5.9d). En el momento en el
que las condiciones de transferencia de ox´ıgeno retornan a su valor previo
al fallo, el nivel de DO aumento´ y, haciendo uso del glicerol en exceso, la
biomasa crecio´ ma´s ra´pido que el valor de referencia. A continuacio´n, la
respuesta del controlador principal fue reducir la alimentacio´n (Figura 5.9e)
con el fin de disminuir la tasa de crecimiento. Esto muestra una respuesta
no deseada tanto en µptq como en sptq, cuando la concentracio´n de ox´ıgeno
disuelto alcanza valores limitantes. Por el contrario, con la adaptacio´n de
alimentacio´n activa, µ se reduce de forma controlada (Figura 5.9a) y en
consecuencia el DO se mantiene por debajo de cDOmin en un intervalo de
tiempo ma´s corto. Si bien la restriccio´n aero´bica no se cumple en este caso,
la propuesta mantiene una baja concentracio´n de glicerol en todo el cultivo.
Esto es muy importante en cultivos semi-continuos ya que la acumulacio´n
de sustrato podr´ıa conducir no so´lo a la formacio´n de subproductos, sino
tambie´n a inestabilidad (por ejemplo, en el caso de la cine´tica de Haldane).
5.4. Resumen del cap´ıtulo
En los cultivos aero´bicos, adema´s de proveer una ley de alimentacio´n
adecuada para el sustrato que regula el crecimiento debe proveerse el ox´ıgeno
necesario para que los microorganismos utilicen los nutrientes. Si bien en
muchas aplicaciones puede asumirse que el ox´ıgeno se encuentra en exceso,
el crecimiento exponencial de la biomasa produce un consumo de ox´ıgeno
exponencial. Si la capacidad de transferencia de ox´ıgeno del biorreactor es
excedida, el ox´ıgeno disuelto puede caer a valores muy bajos y resultar
limitante de la reaccio´n de crecimiento, lo cual genera diversos problemas
como exceso de sustratos, inestabilidad de la ley de alimentacio´n y formacio´n
de productos indeseados por cambio de metabolismo. En este cap´ıtulo, se
disen˜o´ un algoritmo de adaptacio´n de la ley de alimentacio´n basado en
te´cnicas de modo deslizante con el objetivo de modificar la alimentacio´n
en caso de que el ox´ıgeno disuelto decrezca. En particular, se evita que el
ox´ıgeno decrezca ma´s ra´pido que una ley pre-establecida de manera tal que
la concentracio´n de ox´ıgeno se mantiene por encima de un valor definido
por el usuario.
El disen˜o y el funcionamiento del sistema propuesto fue ilustrado para
dos tipos de controladores relevantes: el perfil exponencial de lazo abierto
y el control de µ a lazo cerrado. Se presentaron resultados ilustrativos para
un cultivo semi-continuo de P. pastoris. Se demostro´ tambie´n que la acu-
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mulacio´n de sustrato puede evitarse en la operacio´n a alta densidad celular
y en condiciones de fallas de la transferencia de ox´ıgeno.
Es importante sen˜alar que la propuesta no requiere mediciones adicio-
nales, no depende del modelo y preserva la estructura descentralizada t´ıpi-
ca con la que se controlan muchos de estos procesos. De esta manera, la
propuesta es aplicable a la supervisio´n de los algoritmos de alimentacio´n
pre-existentes sin introducir mayores cambios en los lazos de control.
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Cap´ıtulo 6
Regulacio´n de mu´ltiples tasas
de crecimiento en cultivos
multi-sustrato
La necesidad de obtener nuevos productos, reducir los costos de los pro-
cesos fermentativos, reutilizar sustancias orga´nicas que surgen como desecho
de ciertas industrias y buscar formas alternativas de tratar compuestos to´xi-
cos son algunas de las motivaciones para el desarrollo de los llamados pro-
cesos multi-sustrato. En un sentido estricto todos los procesos biotecnolo´gi-
cos requieren mu´ltiples sustratos ya que cualquier microorganismo necesita
varios nutrientes para el crecimiento y mantenimiento de las funciones ce-
lulares. No obstante se utiliza el concepto de multi-sustrato para referirse a
dos o ma´s nutrientes que afectan notablemente la tasa de crecimiento. En
los procesos semi-continuos, estos sustratos suelen ser incorporados al me-
dio de cultivo ya sea en una u´nica solucio´n [53] o mediante flujos separados
[55]. Como se explico´ en la seccio´n 2.1.6, los sustratos involucrados pueden
cumplir la misma funcio´n en el metabolismo celular (por ejemplo fuentes
de carbono) o diferentes funciones (como es el caso de una fuente de car-
bono, una de nitro´geno, etc.) [51]. Desde el punto de vista dina´mico y segu´n
co´mo sean consumidos los sustratos, se obtienen modelos de estados con es-
tructura diferente. La principal diferencia radica en la expresio´n de la tasa
de crecimiento (ver expresiones (2.36)-(2.39)), donde por ejemplo sustratos
que son esenciales se modelizan con te´rminos multiplicativos, mientras que
caminos metabo´licos que pueden ocurrir en forma paralela se representan
con una tasa de crecimiento aditiva.
Este cap´ıtulo trata sobre el disen˜o de leyes de alimentacio´n para un culti-
vo alimentado con dos sustratos homo´logos, es decir dos sustratos que cum-
plen la misma funcio´n en el metabolismo celular. En particular se aborda el
disen˜o de leyes de alimentacio´n exponenciales para dos fuentes de carbono.
La principal motivacio´n para aplicar flujos exponenciales es la posibilidad
de regular la tasa de crecimiento.
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6.1. Descripcio´n del problema
Al igual que en los procesos alimentados con una sola fuente de car-
bono, ciertos objetivos biotecnolo´gicos pueden expresarse en te´rminos de
regulacio´n de variables y/o seguimiento de perfiles temporales. Para proce-
sos multi-sustrato se han identificado los siguientes objetivos:
la regulacio´n de la tasa de crecimiento total en un valor predefinido
µ  µref, el cual es compatible con el estado metabo´lico deseado o bien
es o´ptimo para el proceso de produccio´n. Este objetivo se traduce en el
seguimiento de un perfil exponencial de la forma Xptq  x0v0e
µreft, de
la misma forma que en los procesos alimentados con un u´nico sustrato
principal [63].
la regulacio´n de la tasa de crecimiento manteniendo una determinada
relacio´n de sustratos s1{s2 o de las tasas de crecimiento individuales
µ1{µ2. Este objetivo se debe a que las propiedades de ciertos productos
esta´n estrechamente relacionadas con alguno de estos cocientes. Un
ejemplo se da en procesos de produccio´n de biopol´ımeros, donde la
composicio´n de los mono´meros se relaciona con el cociente de las fuente
de carbono [143].
Los objetivos descriptos guardan una estrecha relacio´n entre s´ı y podr´ıan
resolverse manipulando adecuadamente los flujos de alimentacio´n del bio-
rreactor. Sin embargo, en la literatura pueden encontrarse pocos reportes
donde se utilicen dos flujos de alimentacio´n para regular la tasa de crecimien-
to. Entre esos aportes se encuentran leyes de alimentacio´n exponenciales de
lazo abierto (es decir leyes precalculadas) que son extensiones de las utili-
zadas en cultivos con un u´nico sustrato limitante [55, 63, 144]. Como fue
ilustrado en el Cap´ıtulo 2 para cultivos con un sustrato limitante, la aplica-
cio´n de flujos proporcionales a la cantidad actual de biomasa, en lugar de
leyes de alimentacio´n precalculadas, tiene la potencial ventaja de evitar la
sobrealimentacio´n del cultivo al tiempo que permite regular en forma ma´s
robusta la tasa de crecimiento. En [88] se presento´ una ley exponencial ba-
sada en la realimentacio´n de la concentracio´n de biomasa y volumen para
un cultivo semi-continuo multi-sustrato, la cual se basa en conceptos de
estabilidad parcial e invariancia. Recientemente, fue presentado un trabajo
preliminar en el cual se extienden resultados previos con una ley que incluye
correcio´n proporcional e integral [25]. En ese trabajo las estimaciones de la
tasa de crecimiento se obtienen a partir de medicio´n de biomasa y uno de los
sustratos. Si bien esto permite distinguir las tasas de crecimiento en forma
individual, se requiere medir dos sustancias en el medio de cultivo. El obje-
tivo de este cap´ıtulo es profundizar esta l´ınea de investigacio´n y desarrollar
leyes de alimentacio´n exponenciales que utilicen u´nicamente medicio´n en
l´ınea de biomasa, al tiempo que se incorporan estimaciones de la tasa de
crecimiento total.
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En particular se considera el problema de alimentar dos nutrientes en
procesos con crecimiento aditivo (ec. 2.36)
µ  µ1ps1q   µ2ps2q, (6.1)
donde la tasa de crecimiento total es la suma de las tasas individuales en
cada sustrato. Para procesos en los que la tasa de crecimiento es de la
forma (6.1), el modelo que describe la dina´mica de las principales sustancias
(descripto en las expresiones (2.40a)-(2.40d)) resulta en
9x  pµ1   µ2qx
x
v
F1 
x
v
F2, (6.2)
9s1  
µ1x
y1
 
pS1in  s1q
v
F1 
s1
v
F2, (6.3)
9s2  
µ2x
y2

s2
v
F1  
pS2in  s2q
v
F2, (6.4)
9v  F1   F2, (6.5)
donde x, s1 y s2 son concentraciones de biomasa y sustratos (g/L), v el
volumen de trabajo y Fi (L/h) las entradas de los sustratos si en concen-
tracio´n S
piqin. No´tese que debido a que en el flujo i so´lo ingresa el sustrato
si, cada una de las entradas produce dilucio´n en la concentracio´n del otro
nutriente. Los para´metros yi son los rendimientos de sustrato i a biomasa.
Se considera que el objetivo de la alimentacio´n aplicada al proceso semi-
continuo (6.2)-(6.5) es regular la tasa de crecimiento en el valor µref. De esta
manera, la trayectoria nominal deseada es la de crecimiento exponencial,
donde la cantidad de biomasa total Xptq  xv evoluciona segu´n
Xptq  x0v0e
µref t. (6.6)
Este objetivo puede lograrse aplicando flujos de alimentacio´n que sean pro-
porcionales a la cantidad de biomasa
Fi  λirxv, (6.7)
donde λir ¡ 0 es un coeficiente de proporcionalidad. Estos para´metros de-
ber´ıan seleccionarse de manera de obtener el valor deseado en cada µi.
Para el caso de cine´ticas aditivas, y bajo la hipo´tesis de que la concentra-
cio´n de biomasa se mide en l´ınea, puede calcularse un control denominado
invariante resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones [88]
µipsirq  µir, (6.8)
9si 


µir
yi
  λiSipinq  pλ1   λ2qsir


x  0, (6.9)
para i  1, 2. La ec. (6.8) permite calcular los valores de sustrato sir que co-
rresponden a los µir deseados. La expresio´n (6.9), que resulta de reemplazar
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(6.7) en las expresiones (6.3) y (6.4), provee los valores λ1r, λ2r que man-
tienen si  sir para el caso de condiciones iniciales apropiadas (si0  sri),
con las tasas de crecimiento en µipsirq  µir. Al resolver las expresiones
(6.8)-(6.9) se obtienen los siguientes para´metros
λ1r 
µ1r{y1pS2in  s2rq   µ2r{y2s1r
S1inS2in  S2ins1r  S1ins2r
, (6.10)
λ2r 
µ2r{y2pS1in  s1rq   µ1r{y1s2r
S1inS2in  S2ins1r  S1ins2r
, (6.11)
los cuales pueden ser aplicados en el flujo de alimentacio´n descripto por
(6.7) [88].
Por otro lado, si se supone crecimiento exponencial con µi  µir y se
reemplaza (6.7) en la dina´mica de la biomasa (ec. (6.2)), se tiene
9x  pµ1r   µ2rqx pλ1r   λ2rqx
2. (6.12)
Esta ecuacio´n diferencial ordinaria de primer orden es de la forma 9x 
µrefx λrx
2 con µref  µ1r   µ2r, λr  λ1r   λ2r. Su solucio´n es
xptq 
µref{λr
1 

µref
λrx0
 1
	
eµreft
. (6.13)
Dado que Xptq  xptqvptq y utilizando la expresio´n (6.6) se obtiene la
evolucio´n del volumen [28]:
vptq  v0   x0v0
λr
µref
 
eµreft  1

. (6.14)
En las expresiones (6.13)-(6.14) se observa que la biomasa sigue una trayec-
toria acotada mientras que el volumen crece en forma exponencial. Adema´s,
para obtener µi  µir, los sustratos deben alcanzar las concentraciones
si ptq  sir, donde sir es el valor obtenido con la expresio´n (6.8). Por esta
razo´n interesa analizar la estabilidad del sistema respecto a un subconjunto
de los estados, en particular los sustratos.
El enfoque que permite formalizar el ana´lisis de estabilidad de un sistema
respecto de un subconjunto de las variables de estado es el provisto por
la teor´ıa de estabilidad parcial [85], donde se considera el movimiento del
sistema dina´mico en un subespacio en lugar de la convergencia a un punto
de equilibrio particular. En la pro´xima seccio´n se presenta el ana´lisis de
estabilidad de las concentraciones de sustrato a los valores ps1r, s2rq.
6.2. Regulacio´n de tasa de crecimiento utili-
zando medicio´n de biomasa
En caso de disponer u´nicamente de medicio´n en l´ınea de biomasa y
volumen, puede aplicarse realimentacio´n proporcional no lineal de la forma
Fi  λirp1  keqxv, (6.15)
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Figura 6.1: Te´rminos que conforman zipsiq para cine´ticas mono´tonas (tipo
Monod).
con e  µref  µ. La estimacio´n de µ puede obtenerse a partir de las me-
diciones de biomasa y volumen. Con la expresio´n (6.15) se mantiene la
realimentacio´n proporcional a la biomasa y se agrega una correcio´n sobre la
ganancia invariante λir. No´tese que con k  0 se recupera la expresio´n de
flujos descripta en (6.7).
Ana´lisis El objetivo es analizar si las trayectorias de los sustratos conver-
gen al punto deseado ps1r, s2rq, que corresponde a las tasas de crecimiento
µ1r, µ2r en el caso de que cada µi es funcio´n del sustrato i. Esto se realiza en
el contexto de estabilidad parcial antes mencionado. A partir de (6.3)-(6.4)
y la ley de alimentacio´n (6.15) se obtienen las siguientes expresiones de lazo
cerrado
9s1  x pz1  pS1inλ1r  λrs1qkeq , (6.16)
9s2  x pz2  pS2inλ2r  λrs2qkeq , (6.17)
donde λr  λ1r   λ2r y
zi 
µi
yi
 pS
piqinλir  λrsiq. (6.18)
No´tese que ambos sustratos son afectados por el error en la tasa de creci-
miento del otro sustrato a trave´s del te´rmino ke. Para realizar el ana´lisis de
(6.16)-(6.17) es conveniente destacar que los te´rminos λir fueron calculados
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a partir de 9si  0 en si  sir. Esto implica que µi{yi y la recta definida
por S
piqinλir  λrsi se intersectan en si  sir (ver Figura 6.1) y adema´s zi
es positivo si si ¡ sir y negativo cuando si   sir. Luego, para cine´ticas
mono´tonas como Monod y Tessier [28], se tiene que para todo si  sir
psi  sirqzi ¡ 0. (6.19)
El cambio de coordenada temporal ξ : tÑ τ definido por
τ 
»
xpσqdσ, (6.20)
es una funcio´n biyectiva y diferenciable que mapea cualquier intervalo ce-
rrado rta, tbs en un intervalo rτa, τbs. Adema´s ξ tiene derivada positiva dado
que dτ{dt  xptq ¥ x0 ¡ 0. Luego (6.20) define una parametrizacio´n regular
que preserva la estabilidad [106].
Ahora, aplicando (6.20) a las expresiones (6.16)-(6.17) se obtiene
s1
1
 z1   pS1inλ1r  λrs1qke, (6.21)
s1
2
 z2   pS2inλ2r  λrs2qke, (6.22)
donde s1i : dsi{dτ . No´tese que se obtuvo un sistema que so´lo depende de
las variables de estado s1, s2.
En las expresiones (6.21)-(6.22) puede verse que si k  0, entonces s1i 
zi. Si se considera la funcio´n definida positiva
V ps1, s2q 
ps1  s1rq
2
2
 
ps2  s2rq
2
2
, (6.23)
la derivada con respecto a τ resulta
V 1ps1, s2q   rps1  s1rqz1   ps2  s2rqz2s   0. (6.24)
La negatividad de V 1 se debe a la expresio´n (6.19). Luego, la expresio´n
(6.23) es una funcio´n de Lyapunov para el sistema (6.21)-(6.22) y el pun-
to de operacio´n deseado es asinto´ticamente estable. Dado que el escalado
temporal (6.20) preserva la estabilidad, las trayectorias en la coordenada
temporal original ps1ptq, s2ptqq tambie´n convergen a ps1r, s2rq. De hecho la
concentracio´n de biomasa es una funcio´n variante en el tiempo pero acotada
positivamente lo que afecta la evolucio´n temporal de las variables pero no
la propiedad de estabilidad.
Cuando se considera k ¡ 0, el error de regulacio´n de µ afecta la dina´mica
de ambos estados. Si se evalu´a la derivada de la funcio´n (6.23) sobre las
trayectorias (6.21)-(6.22) para el caso k ¡ 0 se tiene
V 1ps1, s2q   rz1ps1  s1rq   z2ps2  s2rqs
  rps1  sr1qpS1inλ1r  λrs1qske
  rps2  sr2qpS2inλ2r  λrs2qske.
(6.25)
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Figura 6.2: Plano s1-s2: regiones de ana´lisis.
Puede probarse que en los cuadrantes I y III (ver Figura 6.2) se tiene
V 1ps1, s2q   rz1ps1  s1rq   z2ps2  s2rqs   0, (6.26)
y adema´s sobre e  0
V 1ps1, s2q  rz1ps1  s1rq   z2ps2  s2rqs   0. (6.27)
Sin embargo, en los cuadrantes II y IV el segundo y tercer sumando de
(6.25) tienen en general signo opuesto y el resultado de V 1 depende de la
suma de los tres te´rminos. Luego no puede concluirse a priori que (6.25) sea
negativa en forma independiente de los para´metros del proceso.
Un ana´lisis ma´s detallado acerca de co´mo evolucionan las trayectorias
hacia el punto ps1r, s2rq puede obtenerse de la Figura 6.3, donde se repre-
sentan cualitativamente los signos de (6.21)-(6.22) en cada regio´n. En esa
figura puede notarse que las trayectorias evolucionan o bien hacia el punto
deseado o al menos hacia los cuadrantes II y IV. Dado que las concentracio-
nes de sustrato no pueden superar la concentracio´n en la entrada de flujos
se tiene que 0 ¤ si ¤ S
piqin. Es decir que los cuadrantes definen un conjunto
cerrado para la evolucio´n de las variables s1i. Adema´s, de la expresio´n (6.21)
puede determinarse que
s1
1

#
pS1inλ1r  λrs1rqke ¡ 0 si s1  s1r, s2   s2r
pS1inλ1r  λrs1rqke   0 si s1  s1r, s2 ¡ s2r,
(6.28)
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donde se uso´ el hecho de que z1ps1rq  0. De forma similar para s2 se tiene
que
s1
2

#
pS2inλ2r  λrs2rqke ¡ 0 si s1  s2r, s1   s1r
pS2inλ2r  λrs2rqke   0 si s1  s2r, s1 ¡ s1r,
(6.29)
De esta manera, trayectorias ps1pτq, s2pτqq que ingresan o se inician en los
cuadrantes II y IV permanecen dentro de esas regiones para todo tiempo
futuro. Ahora, considerando la situacio´n en el cuadrante II, las trayectorias
en la regio´n donde e ¡ 0 evolucionan con signo s1
1
¡ 0 mientras que en la
regio´n donde e   0 las trayectorias de s2 son decrecientes (s
1
2
  0). No´tese
adema´s que sobre la curva e  0 resulta s1
2
{s1
1
 z2{z1   0. Esto significa
que cuando las trayectorias cortan la curva e  0, el vector resultante posee
un a´ngulo α P r90, 0s grados con respecto al eje horizontal. Si ese a´ngulo
es menor al de la recta tangente a la curva de error nulo, la trayectoria
ingresara´ en la zona de s1
1
¡ 0 con lo que la evolucio´n ocurre hacia s1  s1r
mientras que si el a´ngulo es mayor que el de la tangente, la trayectoria
ingresa en la regio´n donde s1
2
  0. De esta manera el punto s1r, s2r resulta
ser un punto de operacio´n estable dado que las trayectorias no pueden salir
del cuadrante y continuamente evolucionan hacia el punto de equilibrio. El
mismo ana´lisis puede realizarse para el cuadrante IV.
El valor del para´metro k puede determinarse a partir de considerar la
restriccio´n sobre los caudales: 0 ¤ Fi ¤ Fmax. Suponiendo que Fmax es lo
suficientemente grande, la restriccio´n la impone el hecho de que los flu-
jos requeridos a las bombas deben ser no negativos. De esta manera de-
be satisfacerse 1   ke ¥ 0 donde el error e  µref  µ esta´ acotado por
µref  µmax ¤ e ¤ µref. Otra posibilidad es reemplazar la funcio´n lineal ke
con una funcio´n del error fpeq que sea suave y sature en 1 evita´ndose
as´ı requerir valores negativos. Por ejemplo, puede considerarse la funcio´n
fpeq  tanhpkeq, (6.30)
la cual se comporta linealmente alrededor de e  0 y provee una saturacio´n
suave a los valores p1, 1q. Cabe destacar que al aumentar la ganancia k,
se incrementa tambie´n un camino directo para el ruido en la estimacio´n µˆ
el cual afecta directamente a los flujos aplicados. De esta manera existe un
compromiso entre las mejoras obtenidas al aumentar la realimentacio´n y el
efecto producido por el ruido de medicio´n sobre los caudales Fi.
La hipo´tesis en la que se basa el ana´lisis de estabilidad previo, tanto para
k  0 como para k ¡ 0, es que se cumple la expresio´n (6.19). Esto puede
no ser cierto en caso de cine´ticas con inhibicio´n como por ejemplo con el
modelo de Haldane. En ese caso, y dependiendo del valor de la constante
de inhibicio´n, puede resultar que se evolucione a un punto de operacio´n no
deseado, al igual que lo que sucede en procesos monosustrato. Esta situacio´n
se puede evitar aplicando una saturacio´n adecuada sobre Fi de manera de
evitar que los sustratos puedan evolucionar hacia valores de concentracio´n
no deseados.
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Figura 6.3: Arriba: Plano s1-s2: ana´lisis cualitativo de la trayectoria de los
sustratos. Abajo: diagrama de campos vectoriales.
108 CAPI´TULO 6. REGULACIO´N DE MU´LTIPLES TASAS...
Tabla 6.1: Valores utilizados en el proceso multi-sustrato.
Para´metros del bioproceso
µmax1 0,5 h
1 µmax2 0,2 h
1
ks1 0,5 g/L ks2 0,5 g/L
y1 2 g/g y2 2,1 g/g
S1in 20 g/L S2in 20 g/L
x0 5 g/L v0 1 L
s1 0 0,03 g/L s2 0 0,01 g/L
6.2.1. Resultados
En esta seccio´n se comparan las leyes de alimentacio´n proporcional a la
biomasa con y sin realimentacio´n del error en µ, las cuales esta´n descriptas
por las expresiones (6.7) y (6.15), respectivamente.
Las tasas de crecimiento individuales en el bioproceso (6.2)-(6.5) se asu-
men te´rminos Monod y los para´metros utilizados junto con las condiciones
iniciales se presentan en la Tabla 6.1.
El objetivo es regular la tasa de crecimiento en µref  0,25 h
1 y a
modo de ejemplo se supone una relacio´n µr1{µr2  2. De esto resulta que
µr1  0,167 h
1 y µr2  0,083 h
1. Las ganancias λ1r y λ2r fueron calculadas
con las expresiones (6.10)-(6.11). Para el para´metro k se selecciono´ el valor
k  10 y la implementacio´n se realizo´ utilizando la funcio´n tanhpq. La
medicio´n de biomasa se considero´ con ruido gaussiano filtrado de 5% de
amplitud, media nula y desviacio´n esta´ndar de 0,22 g/L.
La tasa de crecimiento fue estimada utilizando el observador por modo
deslizante de segundo orden introducido en la seccio´n 4.2. Para el caso de
estimar una sola reaccio´n, las expresiones del observador (4.12) resultan
9
px  ρ¯u1xm   2k2xoρ¯u2,Dxm, (6.31a)
9u1  k1SIGN pσq, (6.31b)
u2  ABS pσq
1{2SIGN pσq, (6.31c)
σ  pxoρ¯q
1
pxm  pxq, (6.31d)
donde ρ¯ es una cota de la derivada de la funcio´n a estimar (en este caso
µptq), xm representa la concentracio´n de biomasa medida, D  pF1   F2q{v
la dilucio´n total y σ es la funcio´n descripta en (4.9). Los para´metros del ob-
servador fueron seleccionados en base a la excursio´n de biomasa esperada.
A partir del rango de excursio´n esperado de la variable medida, se calculo´ el
valor xo  pxmin   xmaxq{2. En este caso se selecciono´ xmin  x0  5 g/L
y xmax  35 g/L los cuales se consideran valores suficientes de acuerdo a la
excursio´n de biomasa prevista. Con estos para´metros y siguiendo el proce-
dimiento detallado el el Cap´ıtulo 4, se obtuvieron las ganancias k1  1,3 y
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k2  1,35 mientras que se selecciono´ ρ¯  0,4. Las condiciones iniciales del
observador fueron ppx0, u10q  pxm0, 0,5q. Cabe destacar que en la implemen-
tacio´n de la ley de alimentacio´n, µˆ pueden obtenerse de otros observadores
con convergencia en tiempo finito (ver por ejemplo [109, 101]).
Los resultados obtenidos se exhiben en las Figuras 6.4 y 6.5. La evolucio´n
de los estados se exhibe en la Figura 6.4a donde puede observarse que la
variacio´n de biomasa se encuentra en el rango asumido de r5, 35s g/L. La
realimentacio´n propuesta fue activada en t  0,25 horas y permitio´ reducir el
tiempo requerido para alcanzar el valor µref tal como se aprecia en la Figura
6.4b. No´tese que esto ocurrio´ a expensas de un sobrepaso en el valor de
referencia de µ1. Las acciones de control aplicadas en cada caso se presentan
en la Figura 6.5, donde puede verse que la realimentacio´n del error introdujo
un aumento en el valor de los λi aplicados durante las primeras horas del
cultivo. Debido a esto, el tiempo requerido para alcanzar µ  µref se redujo
de 3 horas a apro´ximadamente la mitad de tiempo.
Los valores de λir fueron calculados utilizando los valores exactos del
proceso. Es de esperar que ante incertidumbre en estos valores no se pueda
regular µ al valor deseado y es esperable tambie´n que la realimentacio´n
propuesta reduzca el error resultante. La Figura 6.6 presenta la evolucio´n
temporal de las tasas de crecimiento ante errores del -10%, y -20% en λ1r y
λ2r, respectivamente. Este error puede atribuirse, entre otros factores, a los
rendimientos yi los cuales pueden cambiar durante el transcurso del cultivo.
Sin realimentacio´n de µ, para el valor de referencia seleccionado (µref  0,25
h1) se obtuvo un error de regulacio´n de -15%. Aplicando realimentacio´n
de µ (con k  10) el error en µ fue -4%. Estos resultados sugieren que
agregar una realimentacio´n de µ a la expresio´n (6.7) permite acelerar la
convergencia y reducir el error en la regulacio´n de la tasa de crecimiento
total.
6.2.2. Extensio´n a un modelo con inhibicio´n compe-
titiva entre los sustratos
En el modelo (6.1) se asume que el crecimiento en un sustrato no afecta el
modo de crecimiento en el otro nutriente. Una extensio´n interesante consiste
en considerar el efecto de inhibicio´n cruzada que un sustrato ejerce en la tasa
de crecimiento obtenida sobre el otro sustrato. Este efecto puede explicarse
si se considera que los caminos metabo´licos por los cuales se consumen los
sustratos pueden compartir ciertas enzimas y de este modo es posible que
ocurra un efecto de inhibicio´n competitiva. Un modelo muy aceptado para
describir este feno´meno es el siguiente [52]
µ1ps1, s2q 
µmax1 s1
s1   ks1   Λ1s2
, (6.32a)
µ2ps1, s2q 
µmax2 s2
s2   ks2   Λ2s1
, (6.32b)
110 CAPI´TULO 6. REGULACIO´N DE MU´LTIPLES TASAS...
0 5 10
0
5
10
15
20
25
0 5 10
1
1.5
2
2.5
0 5 10
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0 5 10
0
0.1
0.2
0.3
0.4
s 1 s
2
x v
tiempo (h)tiempo (h)
(a) Evolucio´n de los estados del proceso.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
0.1
0.2
 
 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
0.05
0.1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
0.2
0.4
µ
1
µ
2
µ
tiempo (h)
(b) Evolucio´n de las tasas de crecimiento µ1, µ2 y µ.
Figura 6.4: Resultados obtenidos con k  10 (l´ınea negra) y lazo abierto
(k  0) (l´ınea gris).
donde Λi es un para´metro que mide el efecto competitivo sobre la tasa de
crecimiento i. El principal efecto de los Λi es que la tasa de crecimiento
i-e´sima en la mezcla de sustratos sea menor que la que se observar´ıa en los
sustratos por separado. Si bien esto reduce el valor de las tasas individuales,
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Figura 6.5: Acciones de control aplicadas en λ1 (l´ınea so´lida) y λ2 (l´ınea a
trazos).
la tasa de crecimiento neta es la suma de los te´rminos individuales y de
esta manera se obtiene una tasa de crecimiento mayor. El modelo (6.32)
es ampliamente utilizado para representar procesos de biodegradacio´n de
sustancias to´xicas [145, 146].
Al realizar el ajuste del modelo con valores experimentales, los coeficien-
tes Λ1 y Λ2 pueden ajustarse como para´metros independientes. Sin embargo,
si se asume que s1 y s2 son perfectamente sustituibles corresponde consi-
derar los valores particulares Λ1  ks1{ks2 y Λ2  Λ
1
1
[52]. La Figura
6.7 presenta un ejemplo de las dos situaciones consideradas. Comparativa-
mente, dado que la tasa de crecimiento total es menor que en el caso sin
competitividad, los valores de sustrato requeridos para obtener un valor de
tasa de crecimiento resultan en general mayores a los requeridos cuando no
existe competitividad. Adema´s, en la resolucio´n de la ec. (6.8) se utiliza el
hecho de que la tasa µi es funcio´n u´nicamente de si y de esta manera el valor
requerido de si puede conocerse utilizando la funcio´n inversa µ
1
i . Ahora,
las tasas de crecimiento dependen de los dos sustratos lo cual puede llevar
a que utilizando una sola de las expresiones de µi se encuentren valores de
sustratos que no sean compatibles con el valor requerido en la otra tasa de
crecimiento. Por lo tanto, en este caso es conveniente seleccionar el pun-
to de operacio´n a partir del gra´fico de la Figura 6.7. Si bien no es directo
establecer un cociente de tasas, es posible obtener un punto de operacio´n
manteniendo una relacio´n s1{s2. Cabe destacar que debido a los para´metros
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Figura 6.6: Evolucio´n de las tasas de crecimiento µ1, µ2 y µ con k  10 (l´ınea
negra) y k  0 (l´ınea gris) en el caso de incertidumbre en los para´metros
λ1r y λ2r.
considerados para el ejemplo, las curvas de nivel de la tasa de crecimiento
se asemejan a rectas. Sin embargo, la expresio´n exacta que define las curvas
de nivel es de la forma as2
1
  bs2
2
  cs1   ds2   es1s2   f  0.
La alimentacio´n del cultivo semi-continuo cuando existe inhibicio´n com-
petitiva entre sustratos tambie´n puede ser resuelta aplicando flujos propor-
cionales a la cantidad de biomasa. En este caso, la expresio´n (6.19) no se
cumple ya que cada µi es funcio´n de ambos sustratos. A continuacio´n se
presenta un ana´lisis local de la situacio´n tanto para k  0 como para k ¡ 0.
Luego, se realiza un ana´lisis global en el plano s1-s2 para el caso en que
k  0.
Ana´lisis
Dada la ley de alimentacio´n Fi  λirxv, la linealizacio´n de las expresiones
s1i  fi  zi alrededor de si  sir resulta en
Bf
Bs




ssr


j11 j12
j21 j22






ssr
(6.33)
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Figura 6.7: Ejemplo de curvas de nivel de la tasa de crecimiento aditiva con
µi descriptos por (6.32): izq. Λi  0; der: Λ1  ks1{ks2, Λ2  Λ
1
1
.
con s  rs1 s2s
T y
j11 
1
y1
Bµ1
Bs1
  λr, (6.34a)
j12 
1
y1
Bµ1
Bs2
, (6.34b)
j21 
1
y2
Bµ2
Bs1
, (6.34c)
j22 
1
y2
Bµ2
Bs2
  λr. (6.34d)
Las derivadas parciales de (6.32) involucradas en el ana´lisis resultan
Bµi
Bsi




ssr

µmaxpiqpksi   Λisjrq
psir   ksi   Λisjrq2
¡ 0, (6.35)
Bµi
Bsj




ssr

µmaxpiqsirΛi
psir   ksi   Λisjrq2
  0, (6.36)
con i, j P t1, 2u, i  j. Luego, en funcio´n de los para´metros del proceso y el
punto de operacio´n requerido, los autovalores de la matriz (6.33) se obtienen
a partir del polinomio caracter´ıstico
ppξq  ξ2   a1ξ   a2, (6.37)
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donde los coeficientes resultan a1  j11   j22, a2  j11j22  j12j21. Por
inspeccio´n de (6.34) y (6.35) puede determinarse que a1 ¡ 0 mientras que
la positividad de a2 puede probarse realizando el ca´lculo correspondiente.
Luego, por el criterio de Routh, el polinomio (6.37) es estable. Este ana´lisis
permite concluir que localmente la ley de alimentacio´n Fi  λirxv hace que
ps1r, s2rq sea un punto de equilibrio estable.
En caso de utilizarse la ley de alimentacio´n (6.15) con k ¡ 0, los coefi-
cientes de (6.33) resultan
j11 
1
y1
Bµ1
Bs1
  λr   k
Bµ
Bs1
pS1inλ1r  λrs1rq, (6.38a)
j12 
1
y1
Bµ1
Bs2
  k
Bµ
Bs2
pS1inλ1r  λrs1rq, (6.38b)
j21 
1
y2
Bµ2
Bs1
  k
Bµ
Bs1
pS2inλ2r  λrs2rq, (6.38c)
j22 
1
y2
Bµ2
Bs2
  λr   k
Bµ
Bs2
pS2inλ2r  λrs2rq. (6.38d)
No´tese que en
Bµ
Bsi

Bµ1
Bsi
 
Bµ2
Bsi
(evaluado en s  ps1r, s2rq) uno de los
sumandos es positivo y el otro negativo (ver (6.35)-(6.36)). Luego, si uno de
los te´rminos mencionados fuese negativo en un punto de operacio´n seleccio-
nado, no podr´ıa concluirse que los ai resulten positivos para cualquier valor
de k. De todas maneras, y aun en esa situacio´n, dado un punto de operacio´n
es factible encontrar valores de k ¡ 0 tal que, localmente, (s1r, s2rq sea un
punto de equilibrio estable.
Los resultados previos tienen validez local alrededor del punto de ope-
racio´n. Para el caso en que k  0, se tiene la dina´mica s1i  zi y puede
estudiarse la situacio´n en el plano de estados en forma global. De hecho,
puede calcularse fa´cilmente que los valores de sustrato para los cuales se
tiene s1i  0 esta´n dados por
sj 
1
Λi

µmax isi
yipSpiqinλir  λrsiq
 si  ksi


. (6.39)
En la Figura 6.8 se representa la situacio´n en el plano s1-s2 para el punto de
operacio´n s1r  0,2 g/L, s2r  0,13 g/L y se identifica el signo de s
1
i en cada
regio´n del plano de estados. Las l´ıneas a trazos representan los conjuntos
definidos por (6.39). Tambie´n se ilustran las trayectorias obtenidas desde di-
ferentes condiciones iniciales de sustrato. A diferencia del caso sin inhibicio´n
competitiva, los te´rminos zi no se anulan en si  sir sino que lo hacen en las
variedades de dimensio´n 1 definidas por la expresio´n (6.39). Luego puede
verse que las dos concentraciones se incrementan simulta´neamente so´lo en
una regio´n del cuadrante III (donde se tiene si   sir) mientras que en el
resto de los cuadrantes, cada s1i tiene el signo adecuado para converger al
punto de operacio´n ps1r, s2rq. Tambie´n puede apreciarse el comportamiento
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Figura 6.8: Plano s1-s2: regiones de ana´lisis con la ley de alimentacio´n (6.7)
(ver para´metros en la Tabla 6.2).
estable en el entorno del punto deseado, el cual hab´ıa sido adelantado en
el ana´lisis de la matriz (6.33). De esta manera, el problema de alimentar
dos sustratos en procesos donde existen inhibicio´n competitiva puede ser
resuelto con una ley proporcional a la biomasa.
En caso de considerar los flujos definidos en la expresio´n (6.15), no es
posible encontrar una expresio´n anal´ıtica que vincule las concentraciones de
sustrato que anulan cada s1i de forma expl´ıcita y los resultados demostrados
son en este caso locales.
Resultados
La Figura 6.9 presenta trayectorias en el plano s1-s2 para el punto de
operacio´n antes mencionado y ganancia k  10. Los para´metros utilizados
en este ejemplo se presentan en la Tabla 6.2. En la Figura 6.10a se exhibe
la respuesta temporal de las tasas de crecimiento obtenidas en ambos ca-
sos. Nuevamente, la realimentacio´n aumenta los flujos aplicados durante las
primeras horas del proceso con el objetivo de alcanzar ma´s ra´pidamente el
valor de µ deseado (ver Figura 6.10b).
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Tabla 6.2: Valores utilizados en el proceso con inhibicio´n competitiva.
Para´metros del bioproceso
µmax1 0,5 h
1 µmax2 0,5 h
1
ks1 0,5 g/L ks2 0,5 g/L
Λ1 ks1{ks2 Λ2 ks2{ks1
y1 2,1 g/g y2 2 g/g
S1in 20 g/L S2in 20 g/L
x0 5 g/L v0 1 L
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Figura 6.9: Plano s1-s2: comparacio´n entre la ley de alimentacio´n (6.7) (l´ınea
gris) y la ec. (6.15) con k  10 (l´ınea negra).
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(a) Tasas de crecimiento µ1, µ2 y µ.
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(b) Ganancias aplicadas en λi.
Figura 6.10: Evolucio´n temporal de las variables con k  10 (l´ınea negra),
k  0 (l´ınea gris) y tasas de crecimiento descriptas por (6.32)
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6.3. Resumen del cap´ıtulo
En este cap´ıtulo se propusieron leyes de alimentacio´n exponencial para
cultivos semi-continuos multi-sustrato. En particular se consideraron culti-
vos con cine´tica de crecimiento aditiva. Se estudiaron leyes de alimentacio´n
exponencial por ser las ma´s apropiadas para regular la tasa de crecimiento
en un valor constante. Se propuso incorporar, en una ley de alimentacio´n
proporcional a la biomasa, una estimacio´n del error de tasa de crecimiento.
Esta modificacio´n permite acelerar la convergencia y reducir los errores pro-
ducidos debido a la incertidumbre en los para´metros del modelo. El principal
argumento para incorporar una estimacio´n de µ en la ley de alimentacio´n
es que en la actualidad se dispone de diversos algoritmos robustos de esti-
macio´n de tasas de crecimiento. Adema´s, la utilizacio´n de observadores con
convergencia en tiempo finito no afecta el ana´lisis de estabilidad una vez
superado el modo de alcance. La demostracio´n de estabilidad para la ley
de flujo propuesta involucro´ un ana´lisis no lineal de las trayectorias de los
sustratos, basa´ndose en el concepto de estabilidad parcial, es decir estabili-
dad respecto a un subconjunto de los estados. Dado que en algunos casos
la tasa de crecimiento neta es menor a la suma de las tasas individuales en
cada uno de los nutrientes, tambie´n se considero´ el posible efecto de com-
petitividad de los sustratos por una enzima intermedia. Los resultados de
simulacio´n sugieren que las leyes de alimentacio´n son tambie´n aplicables a
este caso. Se concluyo´ que los flujos Fi  λirxv hacen que el punto de opera-
cio´n sea localmente asinto´ticamente estable. Tambie´n es factible encontrar
valores de k ¡ 0 tales que el punto de operacio´n se mantenga localmente
asinto´ticamente estable con la mejora en la velocidad de convergencia.
Como trabajo futuro puede considerarse extender los resultados obteni-
dos a cine´ticas con inhibicio´n (modelos tipo Haldane), los cuales representan
la otra gran familia de cine´ticas de crecimiento. Una idea es extender las
leyes de alimentacio´n aplicadas en procesos mono-sustrato Haldane con una
cota superior apropiada de manera de obtener convergencia al punto de
operacio´n deseado.
Cap´ıtulo 7
Conclusiones
En este trabajo de Tesis se trataron problemas de estimacio´n y control
en procesos biotecnolo´gicos desde el punto de vista de sistemas dina´mi-
cos no lineales. Se hizo uso de te´cnicas de modo deslizante para resolver
una serie de problemas de observacio´n de variables no medibles. Los obser-
vadores presentados abordaron los problemas de estimacio´n de biomasa y
tasa de crecimiento en cultivos a partir de la medicio´n del producto, como
as´ı tambie´n la estimacio´n de un conjunto de tasas de reaccio´n, a partir de
un conjunto de mediciones del proceso. Como ejemplos de aplicacio´n se pre-
sentaron resultados de estimacio´n de concentracio´n de biomasa y tasa de
crecimiento de una bacteria fotosinte´tica en cultivo por lote, y de las tasas
de crecimiento y de formacio´n de etanol de una levadura en modo de cul-
tivo continuo. Tambie´n se abordaron problemas de regulacio´n de variables
incluyendo restricciones en el estado con sentido biolo´gico. Este fue el caso
del problema de regulacio´n de dos variables (tasa de crecimiento y ox´ıgeno
disuelto) en el contexto de cultivos multi-sustrato. Con el objetivo de evitar
los problemas asociados a la falta de ox´ıgeno, se propuso un algoritmo auxi-
liar que realiza la adaptacio´n de un para´metro o referencia del controlador
de alimentacio´n en un valor tan pro´ximo al deseado como sea posible pero
compatible con el valor de ox´ıgeno disuelto cr´ıtico del cultivo. En el u´ltimo
cap´ıtulo se estudiaron leyes de alimentacio´n exponencial con el objetivo de
regular el crecimiento en un proceso multi-sustrato con cine´tica aditiva. Se
propusieron leyes de alimentacio´n basadas en la medicio´n de biomasa que
incluyen un te´rmino de realimentacio´n del error de regulacio´n de µ.
Una conclusio´n general es que la utilizacio´n de te´cnicas conmutadas,
en particular modos deslizantes, permite resolver de manera robusta dife-
rentes problemas con alto grado de incertidumbre. En esta Tesis, esto se
corroboro´ respecto al modelo de µ tanto en el disen˜o de observadores como
en el algoritmo de adaptacio´n para cultivos aero´bicos, el cual so´lo requiere
medicio´n en l´ınea del ox´ıgeno disuelto.
Adema´s, de los desarrollos presentados pueden extraerse las siguientes
conclusiones:
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Se demostro´ la factibilidad de estimar variables importantes como la
concentracio´n de biomasa y su tasa de crecimiento en procesos de
produccio´n con cine´tica tipo Luedeking y Piret, el cual es uno de
los modelos ma´s importantes para representar la dina´mica de la for-
macio´n de productos. Los observadores presentados en el Cap´ıtulo 3
tienen como principal ventaja la robustez con respecto al modelo de
µ y presentan adema´s dina´mica reducida en el error de estimacio´n.
Tambie´n se concluyo´ que en caso de un proceso semi-continuo o conti-
nuo, el te´rmino de dilucio´n ayuda a acelerar la convergencia del error
de estimacio´n. De esta manera, los observadores resultan aplicables a
los otros modos de operacio´n.
Los algoritmos fueron aplicados a un proceso de produccio´n de hidro´-
geno con bacterias fotosinte´ticas demostrando la potencial aplicacio´n
de monitoreo para estos procesos los cuales, actualmente, se encuen-
tran en fase de investigacio´n y desarrollo.
La estimacio´n de mu´ltiples tasas de consumo y produccio´n de sus-
tancias puede ser realizada con un observador de modo deslizante de
segundo orden. En comparacio´n con otras estrategias, como los obser-
vadores de alta ganancia, se obtuvo en general mejor desempen˜o. En
particular el observador propuesto no agrega dina´mica adicional dado
que permite obtener convergencia en tiempo finito. Esta caracter´ısti-
ca es relevante a la hora de incorporar las estimaciones en sistemas
de lazo cerrado. El observador presentado so´lo requiere conocer una
cota de la tasa de cambio ma´xima de las variables a estimar. Esto no
representa un mayor problema dado que en general se conoce cierta
informacio´n del proceso a monitorear.
Los problemas de interaccio´n de lazos de control en procesos aero´bi-
cos producidos por falta de ox´ıgeno pueden ser evitados manejando
apropiadamente las leyes de alimentacio´n de sustratos. El algoritmo
presentado en el Cap´ıtulo 5 puede aplicarse en los lazos de alimen-
tacio´n t´ıpicamente utilizados en los procesos semi-continuos sin in-
troducir mayores modificaciones. De hecho, se aplico´ en los casos de
lazo abierto con flujo exponencial precalculado y lazo cerrado con flu-
jo proporcional a la biomasa manipulando las referencias u´nicamente
en los momentos necesarios y sin agregar mediciones adicionales. Su
estructura en forma de bloque auxiliar brinda una clara ventaja de
implementacio´n y el hecho de que so´lo se activa en los per´ıodos de
tiempo requeridos hace que el algoritmo no interfiera en la operacio´n
normal del proceso. La propuesta tambie´n demostro´ utilidad en ca-
so de una reduccio´n parcial de la transferencia de ox´ıgeno, evitando
transitorios indeseados y la acumulacio´n de sustratos en el medio de
cultivo.
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Un desaf´ıo importante en los procesos alimentados con dos sustratos
es el de definir un perfil de alimentacio´n adecuado. En el Cap´ıtulo
6 se presentaron leyes basadas en realimentacio´n de biomasa y una
estimacio´n de la tasa de crecimiento con el objetivo de regular el cre-
cimiento en cada sustrato. Cuando so´lo se dispone de medicio´n de
la concentracio´n de biomasa, si bien no se puede garantizar que las
tasas individuales alcancen un determinado valor, es posible alcan-
zar la tasa de crecimiento neta deseada incorporando un te´rmino de
correccio´n adecuado. En la propuesta realizada, la incorporacio´n de
una realimentacio´n de µ adicional permite aumentar la velocidad de
convergencia respecto a leyes de alimentacio´n exponenciales anterio-
res. Tambie´n se analizo´ el caso en el que existe inhibicio´n competitiva
entre los sustratos, donde se concluyo´ que es factible aplicar las leyes
de alimentacio´n proporcionales a la biomasa en este tipo de procesos.
A partir de estas apreciaciones, se consideran los siguientes trabajos
futuros:
Disen˜o de observadores para procesos con cine´tica Luedeking y Piret
agregando robustez respecto a los para´metros del modelo. En los ob-
servadores presentados en el Cap´ıtulo 3, la u´nica variable medida es
la concentracio´n de producto. Puede explorarse la idea de incorporar
informacio´n de mediciones espora´dicas obtenidas durante el transcur-
so del cultivo, por ejemplo mediciones de biomasa obtenidas fuera de
l´ınea.
En el observador por modo deslizante de segundo orden presentado en
el Cap´ıtulo 4, es interesante estudiar el efecto introducido por errores
en el modelizado de la matriz K l y co´mo puede mejorarse la esti-
macio´n de las tasas espec´ıficas ante esos errores. Recientemente, se
han publicado estrategias que utilizan informacio´n obtenida en suce-
sivos cultivos para mejorar la estimacio´n que se tiene de esta matriz.
Tambie´n es relevante estudiar la relacio´n entre los para´metros del ob-
servador y su desempen˜o en casos de ruido e incertidumbre de los
para´metros.
El observador de mu´ltiples tasas de reaccio´n puede ser utilizado para
control del proceso. Una posible tarea es la de estudiar valores de re-
ferencia para esas tasas, y luego disen˜ar controladores que aprovechen
las estimaciones obtenidas.
En el Cap´ıtulo 5 se abordo´ el problema de evitar la insuficiencia de
un sustrato esencial para el crecimiento celular. En otros casos, la au-
sencia o exceso de otras sustancias, como pueden ser los subproductos
del metabolismo, podr´ıan tener un efecto inhibitorio en el crecimiento.
Esto a su vez generar´ıa problemas en la regulacio´n de la fase expo-
nencial. Una posible extensio´n consiste en aplicar lazos auxiliares por
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modo deslizante con cotas inferiores y superiores sobre la concentra-
cio´n de esas sustancias. De esta manera, ser´ıa posible garantizar que el
efecto inhibitorio sea eliminado o al menos sustancialmente reducido.
Extensio´n de las leyes de alimentacio´n multi-sustrato presentadas en
el Cap´ıtulo 6 a casos con cine´tica de crecimiento multiplicativa y me-
jorada. En el desarrollo se consideraron modelos dina´micos con tasa
de crecimiento de la forma µ  µ1  µ2. Dado que los procesos multi-
sustrato son de creciente intere´s industrial, puede considerarse realizar
la extensio´n al caso multiplicativo (para dos sustratos esenciales) y al
caso en el que existen dos caminos metabo´licos (crecimiento aumen-
tado en presencia de un segundo sustrato).
Ape´ndice A
Ana´lisis de una condicio´n de
observabilidad no lineal
A.1. Definiciones
Conside´rese un sistema no lineal de la forma
.
z  fpzq, (A.1a)
y  hpzq, (A.1b)
donde zT P Rn es el vector de estados, z0  zp0q la condicio´n inicial e y P R
la salida disponible. El campo vectorial f pq se asume suave en un abierto
de Rn.
Se denota yp0 : T q a la trayectoria de salida obtenida en el intervalo de
tiempo r0, T s, esto es el mapa t Ñ yptq en 0 ¤ t ¤ T . El sistema (A.1a)-
(A.1b) es observable en el intervalo r0, T s si el mapa desde el estado inicial
(z0) a la trayectoria yp0, T q es uno a uno. El sistema es localmente observable
en r0, T s si este mapa es uno a uno localmente. El sistema es localmente
observable en tiempo corto (del ingle´s short time locally observable) si el
mapa es uno a uno localmente para todo T ¡ 0 [147]. Corresponde aclarar
que el hecho de que el mapa sea uno a uno localmente significa que para cada
z0 existe un entorno Upz0q tal que si z1 P Upz0q, entonces la salida obtenida
desde z0 y z1 son diferentes. Esta propiedad de observabilidad puede ser
estudiada utilizando un enfoque geome´trico. El concepto fundamental es
el de codistribucio´n de observabilidad [148]. Para describir este concepto
se utilizara´ la siguiente notacio´n. La derivada Lie de una funcio´n h en la
direccio´n del campo f se define como
Lfh   dh, f ¡ . (A.2)
En esta expresio´n, dh es el diferencial (gradiente) de la funcio´n h, es decir el
vector fila de p1nq dh 

Bh
Bz1
, . . . ,
Bh
Bzn

mientras que   ,  ¡ representa
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el producto interno. As´ı
  dh, f ¡
n¸
i1
Bh
Bzi
fi. (A.3)
El ca´lculo de derivadas de orden superior puede hacerse iterativamente me-
diante la expresio´n Ljfh   dL
j1
f h, f ¡ con L
0
fh  h [119].
Definicio´n A.1 (Condicio´n de rango de observabilidad) El sistema no
lineal (A.1a)-(A.1b) satisface la condicio´n de rango de observabilidad si el
conjunto
tdh, dLfh, . . . , dL
k
fhu (A.4)
contiene n covectores linealmente independientes para algu´n k ¥ 0.
El conjunto de covectores (A.4) esta´ formado por elementos de la denomina-
da codistribucio´n de observabilidad la cual, en cada valor del estado, genera
el espacio
spantdL
j
fhpzq, j ¥ 0u. (A.5)
No´tese que si el conjunto (A.4) tiene n covectores linealmente indepen-
dientes, el espacio generado en (A.5) es de dimensio´n n. De hecho, esos
covectores linealmente independientes forman una base para la codistri-
bucio´n. Adema´s, el espacio generado en (A.5) puede entenderse como la
generalizacio´n a sistemas no lineales del espacio generado por la matriz de
observabilidad de Kalman. La principal diferencia con los sistemas lineales
radica en que cuando los campos f y h son lineales, la dimensio´n del espacio
(A.5) queda determinada con derivadas Lie de hasta orden k  n 1 (esto
es debido al teorema de Cayley-Hamilton). Por el contrario, en sistemas no
lineales puede requerirse tomar derivadas de orden superior. Finalmente,
cabe destacar que los conceptos ilustrados se pueden extender a ma´s de una
salida. En particular, si se tienen l salidas, dLfh representa los l diferen-
ciales correspondientes a las derivadas de las l salidas en la direccio´n del
campo f .
Teorema A.2 Suponiendo que el sistema (A.1a)-(A.1b) satisface la con-
dicio´n de rango de observabilidad A.1, entonces el sistema es localmente
observable en tiempo corto.
La demostracio´n de este teorema puede verse en [149]. El resultado se
basa en probar condiciones para que exista un mapa inyectivo local entre el
estado y la salida.
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A.2. Ana´lisis aplicado al proceso con pro-
duccio´n asociada
Un proceso por lotes con formacio´n de producto corresponde a un modelo
no lineal de la forma (A.1), donde el vector de estado zT 
 
x s p

de dimensio´n n  3 denota las concentraciones de biomasa, sustrato y
producto, respectivamente y la salida disponible es yptq  pptq.
Para el ca´lculo de los covectores del conjunto (A.4) se asume que la tasa
de crecimiento es funcio´n del sustrato limitante. Es decir:
Bµ
Bx

Bµ
Bp
 0. (A.6)
Esta hipo´tesis no es restrictiva ya que incluye a todos los modelos donde
se representa µ como funcio´n de s. En particular se incluyen los modelos
de Monod y Haldane, los cuales son ampliamente utilizados para describir
el crecimiento de diversos microorganismos en diversos sustratos. En caso
de considerar un modelo que dependa de otra variable, como puede ser la
biomasa (modelo de Contois, ec. (2.17)), debe tenerse en cuenta la derivada
parcial correspondiente para el ca´lculo de los covectores.
Considerando yptq  p y la expresio´n (A.6), se tienen las siguientes
expresiones para los covectores y derivadas Lie involucradas en el ana´lisis:
dp 

0 0 1

, (A.7a)
Lfp  pαµ  βqx, (A.7b)
dLfp 

αµ  β αx
Bµ
Bs
0

, (A.7c)
L2fp  pαµ  βqµx
αµx2
yx{s
Bµ
Bs
, (A.7d)
dL2fp 

h31pzq h32pzq 0

, (A.7e)
con
h31pzq  pαµ  βqµ
2αµx
yx{s
Bµ
Bs
, (A.8)
h32pzq  2αµx
Bµ
Bs
  βx
Bµ
Bs

αx2
yx{s


Bµ
Bs

2
  µ
B
2µ
Bs2

. (A.9)
Luego, los primeros elementos del conjunto (A.4) ordenados en forma ma-
tricial resultan





dp
dLfp
dL2fp
...

Æ
Æ
Æ








0 0 1
αµ  β αx
Bµ
Bs
0
h31pzq h32pzq 0
...
...
...

Æ
Æ
Æ
Æ

. (A.10)
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La condicio´n de menor orden para obtener rango completo en (A.10) es que
las tres primeras filas sean linealmente independientes. Esto es completar
el rango utilizando derivadas Lie de hasta orden k  n  1. En (A.10) se
observa que esta condicio´n ocurre cuando el menor inferior izquierdo es no
singular. Calculando el determinante correspondiente se obtiene la siguiente
expresio´n
 
α2µ2   2αβµ  β2

Bµ
Bs
  pαµ βq
αx
yx{s

Bµ
Bs


2
 pαµ  βq
αµx
yx{s
B
2µ
Bs2
 0.
(A.11)
Para analizar esta expresio´n puede considerarse que en caso de cine´ticas cre-
cientes (por ejemplo: Monod, Tessier, entre otras), la primera derivada es
positiva y la segunda negativa. De esta manera, el primer y tercer sumando
resultan positivos. Tambie´n se observa que el segundo te´rmino es negativo
cuando µpsq   β{α. Por esta razo´n, la desigualdad (A.11) no puede garan-
tizarse a priori sobre todo el plano px, sq. No obstante el resultado puede
ser evaluado en la regio´n del espacio de estados de intere´s.
El hecho de que las derivadas parciales de la tasa de crecimiento ten-
gan signo definido puede utilizarse para analizar por regiones casos ma´s
complejos. En la siguiente seccio´n se presentan condiciones suficientes pa-
ra satisfacer rango completo en la codistribucio´n de observabilidad para
cultivos semi-continuos multi-sustrato.
A.3. Condiciones de observabilidad de culti-
vos semi-continuos multi-sustrato
Los siguientes resultados de observabilidad de estados, en el sentido de
la definicio´n introducida en la seccio´n A.1, fueron obtenidos para culti-
vos multi-sustrato con tasa de crecimiento aditiva. Estos resultados son de
utilidad para establecer relaciones entre los para´metros del proceso y la
condicio´n de rango de observabilidad. Las expresiones obtenidas involucran
a las tasas de crecimiento individuales y sus derivadas parciales. Si bien
se obtienen expresiones algebraicas, muchas de estas pueden ser evaluadas
fa´cilmente para modelos de tasa de crecimiento t´ıpicos como Monod y Hal-
dane.
Nuevamente se considera el proceso estudiado en el Cap´ıtulo 6
9x  µx xD1  xD2, (A.12a)
9s1  σ1x  pS1in  s1qD1  s1D2, (A.12b)
9s2  σ2x s2D1   pS2in  s2qD2, (A.12c)
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con entradas Di  Fi{v y cine´tica de crecimiento descripta por
µps1, s2q  µ1ps1q   µ2ps2q, (A.13a)
σips1, s2q 
µi
yi
, (A.13b)
y se analiza el rango de la codistribucio´n de observabilidad (A.5). En este
caso, el modelo (A.12) puede escribirse como un sistema no lineal af´ın en el
control
9z  fpzq  
m¸
i1
gipzqDi, (A.14)
donde zT 
 
x s1 s2

. Puede probarse que la codistribucio´n de observa-
bilidad para el sistema (A.14) queda descripta por
H  spantdLgjk . . . Lgj1hi |1 ¤ i ¤ l, 0 ¤ jt ¤ mu, (A.15)
donde g
0
 f , hi es la salida i-e´sima, l el nu´mero de salidas y m el nu´mero
de entradas [150].
A continuacio´n se presentan resultados obtenidos para tres posibles sa-
lidas.
Resultado A.3 Dado el proceso (A.12)-(A.13) con medicio´n de biomasa y
un sustrato, una condicio´n suficiente de observabilidad local para el sustrato
no medido es
Bµ2
Bs2
 0, (A.16)
o, si la expresio´n (A.16) no se cumple,
B
2µ2
Bs2
2
pS2in  s2q  0. (A.17)
Dem. Para el proceso (A.12)-(A.13) con las salidas y  px, s1q se puede
construir la siguiente matriz
Opzq  span


dx
ds1
dLfx


 span




1 0 0
0 1 0
µ
Bµ1
Bs1
x
Bµ2
Bs2
x

Æ
Æ

.
(A.18)
No´tese que las filas de esta matriz son elementos de la codistribucio´n (A.15).
Adema´s, puede verse fa´cilmente que (A.18) tiene rango completo cuando
Bµ2
Bs2
x  0. (A.19)
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Luego, si para un dado valor del estado la matriz Opz0q tiene rango com-
pleto, entonces dimHpz0q  3. Por lo tanto, el proceso resulta localmente
observable si la ec. (A.19) se cumple. Dado que se asume que la concentra-
cio´n de biomasa es positiva, la ec. (A.19) implica el resultado (A.16). La
demostracio´n del resultado (A.17) sigue el mismo argumento con dLg2Lfx
como u´ltima fila de (A.18). La expresio´n de este diferencial puede encon-
trarse al final de esta seccio´n.
Los resultados anteriores pueden ser interpretados para diferentes mo-
delos de crecimiento. En particular, cuando µ2 es un te´rmino Monod
µ2  µmax
s2
s2   ks2
, (A.20)
la interpretacio´n f´ısica de la expresio´n (A.16) es que s2 es localmente obser-
vable si su concentracio´n no se encuentra en exceso. El resultado descripto
en (A.16) es una condicio´n suficiente. Para el caso en que la derivada parcial
de la tasa de crecimiento con respecto al sustrato no medido es cero, puede
considerarse la expresio´n (A.17). Tal es el caso del modelo de Haldane en el
punto donde la tasa de crecimiento es ma´xima. No´tese que en este u´ltimo
caso el resultado es dependiente de una de las entradas.
Resultado A.4 Dado el bioproceso (A.12)-(A.13) con medicio´n de un sus-
trato, una condicio´n suficiente para observabilidad local de las concentracio-
nes no medidas es
µ1x
y1
Bµ2
Bs2
 0, (A.21)
o, si Bµ2{Bs2 se anula,
µ1x
y1
µ2
y2
B
2µ2
Bs2
2
 0. (A.22)
Dem. Se considera el modelo (A.12) con el vector de salida y  s1. Utili-
zando el diferencial de la salida disponible y dos derivadas Lie en la direccio´n
de f se obtiene la siguiente matriz
Opzq  span


ds1
dLfs1
dL2fs1


 span





0 1 0

µ1
y1

x
y1
Bµ1
Bs1
0
a31 a32 
µ1x
y1
Bµ2
Bs2

Æ
Æ
Æ

.
(A.23)
En la tercer columna de (A.23) se ve fa´cilmente que la matriz tiene rango
completo cuando se cumple la ec. (A.21). Luego, en esos puntos, la condicio´n
de rango se cumple y los estados no medidos son localmente observables.
La ec. (A.22) se obtiene con el mismo ana´lisis pero empleando dL3fs1 como
u´ltima fila de (A.23).
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El resultado (A.21) se traduce en consumo del sustrato medido (es decir
µ1x{y1 ¡ 0) y, al igual que en la ec. (A.16), se requiere sensibilidad de µ
con respecto al sustrato no medido. De acuerdo con el modelo (A.12), si el
sustrato medido es consumido, la biomasa aparece en la derivada de s1. A
su vez, si se alcanza una estimacio´n de la concentracio´n de microorganismo,
se tiene informacio´n acerca de s2 en la dina´mica de biomasa (ver (A.12a)).
En cuanto al modelo de µ2, si se trata de un te´rmino Monod la condicio´n
de observabilidad puede analizarse con ec. (A.21) de donde se concluye
nuevamente que s2 no debe estar en exceso para que se cumpla la condicio´n.
Si µ2 es un te´rmino Haldane, la condicio´n de observabilidad para todo s2 
s
2
se verifica con la ec. (A.21) mientras que para el valor de sustrato al cual
la tasa de crecimiento es ma´xima, s2  s

2
, se satisface la condicio´n (A.22).
Resultado A.5 Dado el bioproceso (A.12)-(A.13) con medicio´n de bioma-
sa, una condicio´n suficiente para observabilidad local de los sustratos es que
Bµi
Bsi
B
2µj
Bs2j
pS
pjqin  sjq  
Bµj
Bsj
B
2µi
Bs2i
si  0, (A.24)
para i, j P t1, 2u i  j o, si las derivadas parciales Bµi{Bsi se anulan,
B
2µ1
Bs2
1
B
2µ2
Bs2
2
s1s2  0. (A.25)
Dem. En este caso, para la salida y  x se consideran dos derivadas Lie
de elementos del espacio H
Opzq  span


dx
dLfx
dLgjLfx


 span




1 0 0
µ
Bµ1
Bs1
x
Bµ2
Bs2
x
a31 a32 a33

Æ
Æ

,
(A.26)
donde a3k es la k-e´sima componente de dLgjLfx. La matriz (A.26) tiene
rango completo cuando la submatriz


Bµ1
Bs1
x
Bµ2
Bs2
x
a32 a33

 (A.27)
es no singular. Si la matrizOpz0q tiene rango completo, entonces dimHpz0q 
3. De (A.27) la condicio´n a analizar resulta
Bµ1
Bs1
a33 
Bµ2
Bs2
a32  0. La ex-
presio´n (A.24) se obtiene de evaluar esta condicio´n. El resultado (A.25) se
determina con el mismo procedimiento pero utilizando dLg1Lfx y dLg2Lfx
como las dos u´ltimas filas de (A.26).
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La condicio´n de observabilidad local de los sustratos fue analizada para
combinaciones de modelos Monod y Haldane haciendo uso del Resultado
A.5. En este caso los resultados presentados son dependientes de los vec-
tores de entrada. No´tese tambie´n que los dos te´rminos de (A.24) consisten
en productos de la primer y segunda derivada de µi. En la Figura A.1a se
aprecia que para el modelo de Monod
Bµi
Bsi
¡ 0 y
B
2µi
Bs2i
  0. Por lo tanto, si
se consideran te´rminos Monod para µ1 y µ2, la expresio´n (A.24) es negativa
para todo ps1, s2q en la regio´n de intere´s. Luego los sustratos resultan lo-
calmente observables. Si un te´rmino corresponde al modelo de Haldane, el
argumento previo es va´lido en los intervalos p0, si s y rsip, Spiqinq, donde sip
es el valor de sustrato para el cual la segunda derivada cambia de valores
negativos a positivos. El modelo de Haldane y las derivadas involucradas en
el ana´lisis se presentan en la Figura A.1b. Puede verse que en el intervalo
psi , sipq, la primera y segunda derivadas de la expresio´n de Haldane son
negativas. Luego, analizando el signo de cada te´rmino que compone (A.24)
se ve que la condicio´n puede anularse para ciertos valores del estado. Por
lo tanto, la condicio´n (A.24) debe evaluarse nume´ricamente en esta regio´n.
Si µ1 y µ2 son te´rminos Haldane, el ana´lisis previo puede extenderse y la
regio´n donde se requiere evaluacio´n nume´rica resulta:
R1  ts1 R ps

1
, s1pq, s

2
  s2   s2pu,
R2  ts2 R ps

2
, s2pq, s

1
  s1   s1pu.
La Figura A.2 presenta la evaluacio´n nume´rica de la expresio´n (A.24) para
el caso de dos modelos Haldane. Los para´metros utilizados son ksi  0,5
g/L, kIi  2,0 g/L y µo  1 h
1 [151]. A izquierda se presenta la evaluacio´n
de (A.24) para pi, jq  p2, 1q mientras que en la derecha se observan los
puntos en los cuales las dos expresiones definidas por (A.24) se anulan.
Como puede verse, las condiciones se cumplen en todo s1, s2 fuera de R1 y
R2. De esta manera, la condicio´n debe evaluarse solamente en R1 y R2. En
particular, la condicio´n no se cumple sobre dos curvas. Sin embargo, ambas
condiciones fallan simulta´neamente en los puntos ps
1
, s
2
q  p1, 1q g/L y
ps1p, s2pq  p2, 2q g/L. Dado que en ps

1
, s
2
q se cumple la expresio´n (A.25),
la condicio´n de rango queda probada para todo ps1, s2q excepto en el valor
de sustrato al cual ambas derivadas segundas de µi se anulan.
Cabe destacar que el ana´lisis realizado para te´rminos Monod se puede
extender a otras expresiones mono´tonas. La incorporacio´n de te´rminos de
competitividad (ec. (6.32)) o de inhibicio´n con el aumento de la concen-
tracio´n de biomasa (Modelo de Contois) puede ser tratado con la misma
metodolog´ıa.
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(a) Arriba: Modelo Monod (ec. (A.20)). Abajo: primera y segunda derivada de
la expresio´n (A.20) con respecto a s.
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(b) Arriba: Modelo Haldane (ec. (2.12)). Abajo: primera y segunda derivada de
la expresio´n (2.12) con respecto a s.
Figura A.1: Tasas de crecimiento y sus derivadas parciales involucradas en
el ana´lisis.
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Figura A.2: Evaluacio´n nume´rica del Resultado A.5 para el caso Haldane-
Haldane. Izq: condicio´n (A.24) con pi, jq  p2, 1q. Der: puntos en los cuales
las condiciones (A.24) se anulan para pi, jq  p2, 1q (l´ınea roja), pi, jq 
p1, 2q (l´ınea azul a trazos).
Derivadas Lie y diferenciales de las salidas
Salida: biomasa
Lfx  µx (A.28)
dLfx 

µ
Bµ1
Bs1
x
Bµ2
Bs2
x


(A.29)
LgiLfx  µx  x
Bµi
Bsi
pS
piqin  siq  x
Bµj
Bsj
sj (A.30)
para i, j P t1, 2u i  j.
dLg1Lfx 







µ 
Bµ1
Bs1
pS1in  s1q  s2
Bµ2
Bs2
2x
Bµ1
Bs1
  x
B
2µ1
Bs2
1
pS1in  s1q
2x
Bµ2
Bs2
 x
B
2µ2
Bs2
2
s2

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

T
(A.31)
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dLg2Lfx 







µ 
Bµ2
Bs2
pS2in  s2q  s1
Bµ1
Bs1
2x
Bµ1
Bs1
 x
B
2µ1
Bs2
1
s1
2x
Bµ2
Bs2
  x
B
2µ2
Bs2
2
pS2in  s2q

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

T
(A.32)
Salida: sustrato 1
Lfs1  
µ1
y1
x (A.33)
dLfs1 


µ1
y1

x
y1
Bµ1
Bs1
0


(A.34)
L2fs1  
µ2
1
x
y1

µ1x
y1
µ2  

x
y1

2
µ1
Bµ1
Bs1
(A.35)
dL2fs1 

B
Bx
pL2fs1q
B
Bs1
pL2fs1q 
µ1x
y1
Bµ2
Bs2


(A.36)
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Ape´ndice B
Regulacio´n de tasa de
crecimiento utilizando
medicio´n de biomasa y un
sustrato
Si se dispone de medicio´n de biomasa y uno de los sustratos (o cualquier
otra variable que permita distinguir una de las tasas de crecimiento en forma
individual), es posible realimentar una estimacio´n de µ1 y µ2. Luego, pueden
aplicarse leyes exponenciales individuales. En [25] se propuso utilizar flujos
de la forma Fi  λixv donde los λi incluyen un te´rmino proporcional e
integral. En el caso en que so´lo se considera accio´n proporcional no lineal
se tiene
λi  λir p1  fpeiqq , (B.1)
con ei  µri  pµi y fpeiq  tanhpeiq. Luego, si se miden biomasa y un
sustrato, puede aplicarse el observador de mu´ltiples tasas presentado en el
Cap´ıtulo 4 sobre el subsistema
9z 

1 0
0 1{y1


x 0
0 x


µ
µ1


pD1  D2q z 

0
D1s1in


, (B.2)
donde z  rx, s1s
T , αl  rµ, µ1s
T y Di  Fi{v. No´tese que en este caso
Gl  xI2 y
K l 

1 0
0 1{y1


, (B.3)
con lo cual se requiere conocer el rendimiento y1. De esta manera se obtienen
estimaciones de pµ1 y pµ, las cuales se utilizan en la implementacio´n de (B.1).
A diferencia de la propuesta del Cap´ıtulo 6, en la expresio´n (B.1) se
utiliza informacio´n de las tasas de crecimiento individuales, lo que permite
una regulacio´n ma´s precisa en caso de incertidumbre en los para´metros del
modelo. No obstante la implementacio´n de esta mejora requiere mediciones
adicionales, las cuales no siempre se encuentran disponibles.
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